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Сһар1ег 1 

АЬз1гас1 Сгоир Тһеогу 


1.1 Сгоир 

А §гоир 15 а зе! е1етеп1:5 1һа1: һауе 1һе 1Ы1о\л/т§ ргореһаез: 

1 . С1о5иге: И 7 а апс! Ъ аге тетЬегз 01 7 1һе §гоир, с = аһ 15 а1зо а 
тетЬег 1һе §гоир. 

2. А55оаа1:м1:у: ( аһ)с = а{Ъс) ^ог аМ а,Ь,с т 1һе §гоир. 

3. I)пII е1етеп1:: 1һеге 15 ап е1етеп1: е зисһ 1һа1; еа = а ^ог еуегу 
е1етеп1: а т 1һе §гоир. 

4. 1пуегзе: 10 еуегу е1етеп1: а 1һеге 15 а согге5ропс1т§ туегзе е1етеп1: 
а -1 т 1һе §гоир зисһ 1һа1: а -1 а = е. 

Тһе ^о11о\ллп§ ргореһаез 1Ы1о\л/ ^гот 1һе аЬоуе (МтШоп: 

1. сапсе11а1:юп: II 7 ах = ау 1һеп х = у ^ог а11 а т 1һе §гоир. 
РгооР ах = ау —* а 1 {ах) = а х (ау) —> (а 1 а)х = (а 1 а)у —> 
ех = еу —> х = у. 

2. I)пII е1етеп1: оп 1һе п§һ1:: ае = а = еа. 

РгооР а^ 1 (ае) = (а~ 1 а)е = ее = е = а -1 а апс! и5т§ 1һе 1Ө1 7 !: 
сапсе11а1:юп 1а\л/ \л/е һауе ае = а. 


1 



2 


СНАРТЕК 1. АВ8ТКАСТ СНОИР ТНЕОКҮ 


3. 1пуегзе е1етепР оп Рһе п§һР: ааГ 1 = е = а -1 а. 

РгооР: а -1 (аа -1 ) = (а -1 а)а -1 = еа~ 1 = аГ 1 = а~ 1 е. 11зт§ Рһе 
1еРР сапсеПаРюп 1а\л/, аа~ х = е. 

4. Р|§һР сапсеПаРюп: 1Р ха = уа Рһеп х = у ^ог а II а т Рһе §гоир. 
РгооР: ха = уа —> (ха)а 1 = (уа)а 1 —> х(аа х ) = у(аа х ) —> 
хе — уе —> х — у. 

\Л/е поРе Рһе 1 трогРапсе оР аззос1а1;1У11;у т Рһе аЬоуе ргооРз. 

Тһе Ро11о\л/т§ 1с1еп1;|1;у 15 оРРеп изеРик 

(< аһ) [ = 6“ 1 а _1 

\л/һ 1 сһ 'Го! 1о\л/з Ргот (аЬ) _1 (а6) = 1 —> (а6) _1 а = Ь~ 1 —■> (а&) -1 = 6 -1 а -1 . 

1.2 АЬеНап Сгоир 

И 7 а §гоир һаз а г1һег ргорегРу РһаР аһ = Ьа Рог аII а,Ъ т Рһе §гоир, Рһе 
§гоир 15 са11ес1 АЬеПап. 


1.3 8иЬ§гоир 

А зиЬ§гоир 15 а зеР оР е1етепРз \ллРһт а §гоир \л/һ1сһ Рогтз а §гоир Ьу 
|Рзе1Р. Еу|с1епР1у, Рһе итР е1етепР Рогтз а зиЬ§гоир Ьу |Рзе1Р. 

\Л/е поРе РһаР Рһе с1еРт|Рюп оР а §гоир с1оез поР гер иIге а 11 е1етепРз Ро 
Ье сһзРтсР Ргот опе апоРһег. Но\л/еуег, \л/һеп Р\л/о е1етепРз аге 1с1епР1са1, 
Рһеп опе оР Рһет 15 гес1ипс1апР зо РһаР \л/е изиаПу аззите РһаР а11 е1етепРз 
аге сИРГегепР. А §гоир \ллРһ п 1с1епР1са1 е1етепРз еу|с1епр|у һаз аР 1еазР п 
1с1епР1са1 зиЬ§гоирз. 


1.4 Ехатр1е8 

1. 1пРе§егз ипс1ег аЬсһРюп. Тһе итР е1етепР е = 0 апс! Рһе туегзе оР 
ап е1етепР а 13 а -1 = — а. ТЫз §гоир 15 АЬеһап апс! тР1тРе. 



1.5. мштрислткж тавье 


з 


2. А 5е1 оһ а11 п х п ит1:агу та1:псе5 II ( II ^ = ?7 _1 ) ипс1ег таЫх 
тиIIIрПса!: 10 п. Тһе ипII е1етеп1: 15 1һе ипII таЫх апс! 1һе туег5е 
оһ II 15 11^ Ьу с1ейш1:юп. \Л/е һауе 10 5һо\л/ 1һа1; а ргос1ис1; оһ 1лл/о 
ипкагу таЬпсеБ 15 ипйагу . 

(№)* = 

= Щ 1 ^ 1 
= ( Е №) -1 


3. Тһе 5еЬ оһ регтиЬаЬюп орега1:юп5 1һа1; 1;аке АВС т1о АВС, АСВ, 
ВАС, САВ, ВСА, СВА. Тһе е1етеп1:5 оһ 1һе §гоир аге 

(А В С\ (А В С\ _ / А В СЛ 

6 ~ \А В с) а ~\В С а) &~\С А в) 

(А В СЛ (А В СЛ (А В С\ 

1 ~ \А С В) ^~\С В А) и ~ [В А с) 

Тһе орега! 10 п а(3 теап5: һгеЬ с1о регтиЬаЬюп /3 апс! 1һеп регти1:а- 
1 юп а оп 1һе ргеуюи5 ге5и11;. \Л/е 5һо\л/ Ье1о\л/ 1һа1; еуегу регтиЬаЬюп 
Һа5 ап 1пуег5е регтиЬаЬюп апс1 1\л/о 5иссе55|уе регтиЬаЬюпБ согге- 
5ропс1 1о а 51п§1е регтиЬаЬюп һе. 1һе регтиЪаЪюпБ 1Ъгт а §гоир. 


\Л/е 5ее 1гот 1һе аЬоуе ехатр1е5 1һа1; ” тиIIIрПса 1 ; 10 п” сап теап ас1сН- 
110 п, таЫх т и III рПса 1 ; 10 п еЬс. ог 51 т р1у 1һа1 опе орегаЬюп 15 регһогтес! 
оп 1һе ге5и11 оһ 1һе ргесеесИп§ орегаЬюп Ике т 1һе ехатр1е 3. 


1.5 МиШрНсаИоп ТаЫе 

Тһе §гоир тикфИса^юп 1аЫе 15 а таЫх М аЬ = аЬ, \л/һеге а апс1 Ъ аге 
е1етеп15 оһ 1һе §гоир апс! 1һе таЫх е1етеп1 согге5ропсИп§ 1о го\л/ а апс1 
со1итп Ъ 15 §|уеп Ьу 1һе §гоир т и 11:1 рПса 1 ; 10 п аһ. \Л/е ШибЬгаЬе 1 Һ 15 Ьеһш- 
1юп Ьу соп5Ьгис1:т§ 1;һе т и III рПса 1 ; 10 п 1аЫе о! 7 1һе регтиЬаЬюп §гоир т 
1һе ехатр!е 3 аЬоуе. 
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Тһиз, Рог ехатр1е, 1;һе туегзе оР а 15 (3 апс1 У 1 се уегза. Тһе §гоир 15 
с1еаг1у по1 АЬеПап Ьесаизе е.§. «7 ф 'уа. Тһе е1етеп1:5 (е, 7 ) Рогт а 
5иЬ§гоир, 50 с1о ( е, ч ), (е, и) апс1 (е, «,/?). 0Ьуюи51у, 1һе ипII е1етеп1: е 
Рогт5 а 5иЬ§гоир Ьу |1;5е1Р. 

Тһе §гоир ти11:1рИса1;10п ЬаЫе таРЬетаРкаНу сһагас1:еп5е5 1:һе §гоир. 
АП §гоир5 \ллрһ 1һе 5ате тикфПсаРюп 1аЫе аге та1:һета1:1са11у 1с1еп1;1саI 
\л/|1:һ ге5рес1 1һе1г §гоир ргорег11е5. Тһе ти 11:1 рПса 1 ; 10 п 1аЫе Һа5 1һе 
Ро11о\л/1п§ ргорег1Пе5: 

1. Реаггап§етеп1; Тһеогет: 1п еуегу го\л/ог со1итп, еасһ е1етеп1: ти51: 
арреаг опсе апс! опсе оп1у апс1 1һегеРоге еасһ го\л/ (со1итп) 15 сПР- 
Регеп! Ргот апу о1һег го\л/ (со1итп). 

РгооР: 5ирро5е е1етеп1: Ъ арреаг5 1тсе т 1һе го\л/ а. Тһ 15 теап5 
1һа1; ас = Ъ апс! ай = Ъ \л/һеге с ф й. Ви1 1 Һ 15 1трПе5 1һа1; 
ас = ай —> с = й \л/һ 1 сһ 15 а соп 1 ;гасПс 1 ; 10 п. Тһи5 е1етеп1; Ь саппо! 
арреаг тоге 1һап опсе апс1 5тсе 1һе 512е оР 1һе го\л/ ог со1итп 15 1һе 
5ате а5 1һе питЬег оР е1етеп15 т 1һе §гоир, |р Ро11о\л/5 1һа1: еасһ 
е1етеп1 ти 51 арреаг опсе апс1 опсе оп1у. 

2. Тһе тиҺНрИсаРюп ЬаЫе 15 5уттеРпс асго55 1һе сНа§опа1 \л/һеп 1һе 
§гоир 15 АЬеПап Ьесаи5е 1һе е1етеп1:5 сотти1;е \л/|1:һ опе апо1һег. 


1.6 СусНс Сгоирз 

А §гоир оР п е1етеп1:5 15 5а 1<4 10 Ье сусПс |р |р сап Ье §епега!:ес1 Ргот опе 
е1етеп1. Тһе е1етеп15 оР 1һе §гоир ти5Р Ье 

2 4 71 

а,а , а ,..., а = е 



1.7. ОГШЕП ОР А1 V ЕЬЕМЕКТ 
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п 15 са11ес1 1 һе огс1ег о{ 1 һе сусПс §гоир. А сусПс §гоир 15 еу|с1еп1;1у АЬеПап 
һи! ап АЬеПап §гоир 15 по 1 песе 55 ап 1 у сусПс. II 15 5 һо\л/п Ье1о\л/ 1 һа 1 еуегу 
поп-сусПс §гоир Һа 5 а 1 1 еа 5 Ь а сусПс 5 иЬ§гоир. 

Ехатр 1 е 5 оП сусПс §гоир 5 аге 1 һе 5 иЬ§гоир 5 оНһе регтиЬаЬюп §гоир т 
Ьһе ехатр1е 3. Тһе 5 иЬ§гоир (е, а, (3) 15 1 һе 5 ате а 5 (а, а 2 = (3, а 3 = е). 


1.7 Огс1ег о! ап Е1етеп1 

1_е1: а ф е Ье ап е1етеп1: оП а §гоир. Рогт 1 һе ргос!ис !5 а 2 ,а 3 ,.... а 2 
ти51: Ье екһег е ог а сШТегепЬ е1етеп1: {гот а Ьесаи 5 е |{ а 2 — а —> а — е. 
И 7 а 2 Ф е \л/е соп 1 тие {огтт§ а 3 . Ву а 51тПаг аг§итеп 1 :, а 3 ти 5 { Ье 
екһег е ог а сПЯегеп! е1етеп1 {гот а апс1 а 2 . И 7 а, а 2 ,..., а п аге сП 5 {тс{ 
{гот еасһ о 1 һег апс1 а п = е 1 һеп п 15 са11ес1 1 һе огЬег о{ е1етеп1 а. Тһе 5 е 
е1етеп15 {огт а сусПс §гоир. Тһи 5 еуегу §гоир ти 5 { һауе аЬ 1еа51 опе 
сусПс 5 иЬ§гоир. 1п 1 һе ехатр1е 3 аЬоуе, а апс1 (3 аге о{ огЬег 3 апс! 7 , ц, 
апс! V аге о{ огЬег 2 . 


1.8 РгорегИев о! ЕтИе Сгоирв 

\Л/е 5иттаг15е Ье1о\л/ 1һе ргорег1Пе5 о{ {тке §гоир5. 

1. Еуегу е1етеп1: а Һа 5 а {тке огс!ег п 5 исһ 1 һа 1 ; а п = е. 

2. Веаггап§етеп1: Тһеогет: Микф1уш§ а11 е1етеп1:5 т а §гоир Ьу ап 
агЬкгагу е1етеп1 гергос1исе5 1һе §гоир. ТҺ 15 Һа5 Ьееп ргсл/еп аЬоуе 
т 1һе ргорег1Пе5 о{ 1һе тикфПсаЬюп ЬаЫе. 

3. Еуегу поп-сусПс §гоир Һа 5 аЬ 1 еа 5 Ь а сусПс 5 иЬ§гоир. 

1.9 Сове18 

И 7 15 а 5иЬ§гоир о{ С апс1 а 15 ап е1етеп1; о{ С по1 т 5 1 , 1һеп 1һе 5е15 
аЗ апс! 8а аге са11ес1 1һе 1е{1 апс! п§һ{ со5е15 о{ 3 ге5рес{|уе1у. а саппо! 
Ье а и п II е1етеп1: апс! 1һеге{оге а со5е1 сап пеуег Ье а §гоир Ьесаи5е II 
Һа5 по и п II е1етеп1:. К 15 а150 еу|с1еп1; 1һа1; аЗ ог За һауе по е1етеп1: т 
соттоп \л/|1;һ 3 {ог о1һег\л/15е, а 5һои1с1 Ье 1пс1ис1ес1 т 8. Могеуоег, И 7 Ъ 15 
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ап е1етеп1: о! С \л/Ысһ 15 пе 11 ;һег т 8 пог т аЗ, 1һеп ЬЗ һаз по е1етеп1; 
т соттоп \л/кһ екһег 3 ог аЗ. 

РгооЯ 1_е!; х апс1 у Ье т 5 1 5исһ 1һа1; ах = Ъу. \Л/е һауе аху _1 = Ъ, Ьи1 
ху ~ 1 15 ап е1етеп1; т 3 апс1 1һеге1оге Ъ 15 т аЗ \л/һ 1 сһ 15 а сопЬгасһсЬюп. 
Сопзеяиеп!;1у, а һпке §гоир сап Ье ЯасЬопэес! аз 

С = 3 + аЗ + Ъ3 + ... 

Ьи1 1һе 1 г ас1ог15а1;10п 15 по1 ип^ие. к с1ерепс15 оп 1һе сһо1се о! 3, а, Ъ, 

.. еЬс. Тһе питЬег о! ^асЬогз тиз!; Ье Япке апс! 1һе Яас1:ог15а1:10п тиз!; 
ехһаиз!; 1һе §гоир. Тһиз \л/е һауе 1һе Яо11о\л/1 п§ 1һеогет: 

Ье! һ Ье 1һе питЬег о! е1етеп1з оЯ а §гоир С апс! д Ье 1;һе питЬег оЯ 
е1етеп1з оЯ а зиЬ§гоир 3 оЯ С. Тһеп 

һ 

— = гпЬедег 
9 

Аз а сопзе^иепсе, к һ 15 рпте 1һеп С тиз!; Ье сусПс апс1 II һаз по 
зиЬ§гоир о1һег 1һап 1һе Ьгта1 зиЬ§гоир оЯ е. 


1.10 С1а88 

Т\л/о е1етеп!;з а апс1 Ъ оЯ а §гоир аге соп]и§а!;е !;о опе апо1һег к1һеге 15 
ап е1етеп1 § т 1һе §гоир зисһ 1һа1; 

а = дЪд _1 (1.1) 

(5тсе еуегу е1етеп1 һаз ап туегзе, к а1зо Яо11о\л/з 1һа1; Ъ = д 1 ад'~ 1 \л/һеге 
д' = д- 1 ). Тһе 1гапзЯогта!;юп дЪд -1 15 океп са11ес1 а з1гт1ап!;у 1гапзЯог- 
таЯоп. II а апс1 Ь аге соп]и§а!;е !;о еасһ о!;һег апс! Ъ апс1 с аге соп]и§а!;е !;о 
еасһ о1һег, 1һеп а апс! с аге а1зо соп]и§а!;е 10 еасһ о1һег. Тһ 15 15 Ьесаизе 

а = дФдТ 1 апс| ъ = 92сд2 1 -»• а = д^сд^дТ 1 = бһЗгФш) -1 - 

А с1азз С 15 а зе!; оЯ е1етеп1з \л/һ 1 сһ аге соп]и§а!;е !;о еасһ о1һег. Тһе 
ипII е1етеп1; еу|с1еп1;1у Яогтз а с1азз Ьу кзек. 11 С 15 АЬеПап, еасһ е1етеп1; 
а1зо Яогтз а с1азз Ьу |1;5е1Т. к 15 с1еаг 1һа1; а §гоир тау Ье Ьгокеп ир Iп1о 
с1аззез 

С = С г + С 2 + ... 

апс! ап е1етеп1; саппо1 Ье1оп§ 10 тоге 1һап опе с!азз. 



1.11. 180М0ЕРН18М ЛАР Н0М0М0КРН18М 


7 


Аз ап ехатр1е, \л/е \л/огк ои1 опе о! 7 1һе с1аззез о! 7 1һе регтиЬаЬюп 
§гоир. 1п \л/огкт§ ой! 1һе с1аззез, II 15 оЬуюиз!у по1 песеззагу 10 сопз 1 с!ег 
51гш1ап1у Тгапз^огта^опз \лл1:һ е 11 һег 1:һе ипII е1етеп1: ог 1һе е1етеп1; ^зеН 7 . 
\Л/е изе 1һе тиһ:ф11са1:юп 1аЫе 1һа1; \л/е һауе сопз!:гис1:ес1 ргеуюиз!у: 


/ За/З _1 

7«7 -1 

Ца/Р 1 

иаи^ 1 


/Заа = /3/3 = а 
7«7 = 7 /1 = /3 
цац = Ц 1 У = (3 
иаи = 1/7 = (3 


Тһ из а апс 1 /3 Ье 1 оп§ 1о 1һе зате с 1 азз. 5 |ггн 1 аг 1 у \л/е сап зһо\л/ 1һа1 (7, ц, и) 
а1зо !Ъгт а с1азз. 

Е1етеп1;5 Ье 1 оп§т§ 10 1һе зате с 1 азз изиаПу һауе 1һе зате сһагас1:еп5- 
11С. 1 п 1һе аЬоуе ехатр 1 е, а апс 1 /3 Ьо1һ соггезропс! 10 сусПс регтиЬаЬюпз 
\л/һегеаз 7, //, апс! и соггезропс! 1о регтиЬаЬюпз \л/|1;һ опе тетЬег Яхес!. 


1.11 18отогрЫ8т апс! НототогрЫзт 

Т\л/о §гоирз аге за1с1 1о Ье 15отогрЫс Н 7 1һеу һауе 1һе зате тиШрПсаЬюп 
ЬаЫе, Ьу геогс!епп§ 1һе е1етеп1з Н 7 песеззагу. II 7 Р 15 15отогрЫс 10 С 1һеп 
1һеге 15 а опе-1:о-опе соггезропс1епсе Ье1\л/ееп 1һе е1етеп1з о! 7 Р апс! С, 
/г —> 9һ зисһ 1һа1; \1 = Д 1һеп = д к . Т\л/о §гоирз сап оп1у 

Ье 15отогрЫс И 7 1һеу һауе 1һе зате питЬег о! 7 е1етеп1з. Аз ап ехатр1е, 
1һе регтиЬаЬюп §гоир т 1һе ехатр1е 3 15 15отогрЫс 1о 1һе зутте1ту 
орега 110 пз 1һа1; 1;аке ап е^и^Iа1:е^аI Ьпап§1е Iп1о |1;5еИ 7 . ТЫз 15отогрЫзт 
сап Ье зееп Ьу 1аЬе11т§ 1һе согпегз о! 7 1һе Ьпап§1е мкһ А,В,С. 

НототогрЫзт 15 з1тПаг 1о 15отогрЫзт ехсер! 1һа1: 1һе ге1а110пзһIр 
15 тапу- 10 -опе. Т\л/о §гоирз С апс! С аге за 1 с! 10 Ье һототогрЫс Н 7 еасһ 
е1етеп1: о! 7 С сап Ье аззос 1 а 1 ес! \л/ 11 ;һ зоте е1етеп1:з о! 7 С'\ а а’ = 

(а’ 1 , а' 2 , ■ ■.). Ь —> Ъ' = (Ъ\, Ь' 2 ,...), с —> с' = (с\ } с' 2 ,...), зисһ 1һа1: И 7 
аһ = с 1һеп а' г Ъ’ } = с' к ке. 'Гог еуегу г,Д с' к Пез т с'. 



СНАРТЕК 1. АВЗТВАСТ СНОИР ТНЕОКҮ 


1.12 1пүагтп1 8иЬ§гоир 

\Л/е ргоуе 1 һе кз 11 омт§ 1 һеогет: 

Тһеогет: И 7 3 15 а зиЬ§гоир С апс1 а 15 ап е1етеп1: 01 7 С 1һеп 
8' = а8а~ 1 15 а150 а 5иЬ§гоир апс! II 15 котогрЫс 1о 8. \А/е а55ите 
1һа1 1һе е1етеп1;5 5 аге с1|51;1пс1;. 


Ргоок: \А/е Һг51 5һо\л/ 1һа1: 1һе е1етеп1;5 8' аге сһ51тск. 1_е1 а5га _1 = 
аз^а -1 апс! г ф д. Тһеп Ьу 1һе сапсе11а1юп 1а\л/, з^ = з 3 , \л/һ 1 сһ 15 а 
соп1;гас1|с1:10п. Тһи5 1һе е1етеп1:5 8' аге Ьккпс!. \А/е пом 5һом 1һа1 Н 7 
з^Зу = зһ 1һеп з'гЗ' 3 = зф. Ргоок ё г ё 3 = аз.^а^аз^а^ 1 = аз^з^а^ 1 = 
аз^а~ 1 = зф. Тһи5 8 апс1 8' аге котогрЫс мкһ 1һе 5ате ипII е1етеп1; 
ё = аеа = е апс! 1һе туег5е о! 7 з\ 15 з\~ 1 = ( аЗга ~ 1 )~ 1 = аз^ 1 а 1 = 



Н 7 8' 15 1 һе 5 ате а 5 8 кзг еуегу а т 1 һе §гоир 1 һеп 1 һе 5 иЬ§гоир 8 15 
са11ес1 ап туапап! 5 иЬ§гоир. Тһ 15 IтрПе 5 1 һа 1 : 1 һе 1е1к со 5 е 1 8 15 1 һе 
5ате а5 11:5 п§һ1: со5е1, һе. 


а8 = 8а 


И 7 \л/е Ьгеак а §гоир Iп!о 115 со 5 е! 5 , 


С = 8 + а8 + ЪЗ,... 


\л/|1:һ ап туапап! 5иЬ§гоир 5 1 , 1һеп 1һе5е со5е15 кзгт а §гоир \л/|1һ 1һе ипII 
е1етеп1 ериа1 10 8. Тһи5 а8Ь8 = аЬ88 = аЬ8 = с8 И 7 аЬ = с. Тһ 15 
§гоир 15 са11ес1 а ^ас1ог §гоир. к 15 ап ехатр1е о! 7 һототогрһкт мһеге 
1һе туапап! 5иЬ§гоир 5 1 15 а55оаа!ес1 мкһ 1һе е1етеп15 апс11һе со5е! 
а8 15 а550С1а1ес1 мкһ 1һе е1етеп15 о! 7 а8. 


1.13 01гес1 Ргос1ис1 Сгоир 

Ье! Е Ье а §гоир мкһ е1етеп15 /*, г — 1,..., һр, апс! С Ье а §гоир мкһ 
е1етеп15 д г , г = 1,..., һо, 5 исһ 1 һа 1 ; / г д 3 = д 3 1' г кэг аII г апс! у. Тһе 
сһгес! ргос!ис 1 §гоир Е®С 15 Ьеһпес! 1 о Ье 1 һе 5 е! ок аII СП511 пс 1 е1етеп15 
1' г д 3 . И 7 Е апс1 С һауе по соттоп е1етеп1, араг! Рот 1 һе 1 с 1 еп 1 :ку, 1 һеп 
1 һе огЬег ок 1 һе сһгес! ргос!ис 1 §гоир мШ Ье һрһс- 
\А/е 5 һом 1 һа 1 ; Е <Е> С 15 а §гоир. 
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1 . С1о5иге: (/г^)(/ш) = (ЛЛХдоО = /г.9. 5 - 5тсе / г 15 т Р апс1 & 
15 т С 1һеп Ьу сЫткюп / г д 3 15 т Р ® С. 

2 . IIшЪ е1етеп1: 15 е^е^. 

3. 1пуег5е / г .г^ 15 = /ГЧ т1 - 

4. А550С1а11У11у: оЫ/юи5. 

\Л/е һауе 1һе 1Ы1о\л/т§ 1һеогет: 

Тһеогет: Тһе с1а55е5 о^Ьһе сИгес! ргос1ис1; §гоир аге §|уеп Ьу 1 һе сИгес! 
ргос1ис1;5 с4 1һе с1а55е5 с41һе тс1мс1иа1 §гоир5. 

РгооГ: \Л/е 1аЬе1 1һе е1етеп1:5 оНһе ргос1ис1; §гоир а г] = 1' г д 3 . АссогсИп§ 
1о 1һе ЬеЯпШоп с4 а с1а55, \л/е һауе 

С г] = а~ 3 а^а гз , /ог а,П г,з 
/г 9з /г/р Iг9з 
= (/г^/г/гХ&Г 1 ^) 
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СНАРТЕК 1. АВ8ТКАСТ СНОИР ТНЕОКҮ 



Сһар1ег 2 

Тһеогу оГ Сгоир 
КергезегйаНопз 

2.1 ОейпШопз 

А §гоир {А,В,С ,...} тау Ье гергезеп!еЬ Ьу а зе! о! з^иа^е таЫсез 
(Г(А), Т(В), Т(С), ...}. Тһезе таЫсез аге за 1 с 1 1 о 1огт а гергезеп 1 а- 
110 п 1 ог 1 һе §гоир Т 1 һеу зайз^у 1 һе зате §гоир тиШрПсайоп ги 1 е: 

АВ = С -»• Т(А)Т{В) = Т(С) (2.1) 

Тһе 1 с 1 еп 1 ;| 1 у е1етеп1; Е 15 гергезеп!ес1 Ьу а ит! таЫх апс! еасһ таЫх 
тиз! һауе ап туегзе. 5оте ог аМ о! 1 һе таЫсез тау Ье 1 һе зате. II 
1 һе таЫсез аге сЖТегеп!, 1 һе гергезеп 1 а 1 :юп 15 са 11 ес 1 1 а 11 :һй|| (|зотогрЫс). 
Тһе огс!ег о! 1 һе таЫсез 13 са11ес1 1 һе сһтепзюп о! 1 һе гергезеп 1 а 1 :юп. 


2.2 Е^и^Vа1еп1 Керге8еп1а1юп8 

II Т 15 а гергезеп 1 а 1 юп 1 һеп 

Т' = 8~ 1 Т8 (2.2) 


мкһ ап агЬкгагу Ьи 1 поп-зт§и1аг 3 13 а1зо а гергезеп 1 а 1 :юп Ьесаизе 

Т\А)Т\В) = 8- 1 Т{А)88- 1 Т(В)8 


11 
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СНАРТЕВ 2. ТНЕОКҮ ОЕ СВОРР ВЕРВЕЗЕАТАТКЖЗ 


= 3- 1 Т(А)Т(В)3 
= 3- 1 Т(АВ)3 
= Т\АВ) 

Т апс1 Т' аге ершуа1еп1: апс1 1һеге аге ап тйпйе питЬег о! едиIуа 1еп1; 
герге5еп1а1:юп5. 


2.3 Кес1ис1Ые апс! 1ггес1ис1Ые Кергезеп- 
1а1юп 

А гергезеп 1 ;а 1 ; 10 п Т 15 гес1иаЫе НЧҺеге ех151;5 а поп-5т§и1аг таЫх 5 1 зисһ 
1 һа1; 1һе ершуа1еп1: гергезеп 1 ;а 1 : 10 п Т' = 5'” 1 Т5' һаз 1һе 1огт 

( Т 1 \ 

Т 2 

г = Тз 

V ’ .) 

1ог а11 е1етеп1;5 т 1һе §гоир. Т\, Т 2 , Т 3 , ... аге зриаге та1:псе5 апс! 1һе 
гез! о! 1һе е1етеп1:5 аге гею. Тһе герге5еп1:а1:юп 15 Iггес1 ис 1 Ые И 7 й саппо! 
Ье гес!исе^ т!о 1һе аЬоуе 1огт. 


2.4 Е^и^Vа1еп1 11ш1агу Кергезеп^аИоп 

Тһеге аге ап тйпйе питЬег о! ер и I уа 1еп1; герге5еп1а1;10П5 Ьи1 II 15 ро55|Ые 
1о Япс1 опе \л/һ 1 сһ 15 ип|1агу. 

Тһеогет 1: 

С|уеп ап агЬкгагу герге5еп1а1;10п Т, 1һеге 15 а1\л/ау5 ап ерип/а1еп1: ип|1агу 
герге5еп1а1;10п. 

РгооГ: 

Соп51гис1; а НегтШап таЫх 

Н = Ү^Т(С)Т\С) 

а 



2.4. ЕОШҮАВЕАТ ЕМТАВҮ ВЕРВЕЗЕМТАТКЖ 
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Ассогс1т§ 1о таЫх а1§еЬга, \л/е сап а1\л/ау5 сНа§опа1|5е а НегтШап таЫх 
Ьу а ипкагу 1гап51огта1:юп 

В = 

= 221/^Т (С)Т'(С)Е 
с 

= ^2 и ~ 1т ( с ) ии ~ 1т Ч^)Е 

с 

= Ү^Т'{С)Т'\С) 
с 

II 15 тас1е ир о! 1һе е1§епуес1:ог5 о! Н апс1 В 15 сИа§опа1 Ьу (МтШоп апс1 
115 сПа§опа1 е1етеп15 аге геаI апс! р0511;|уе. 

Оң = Ү.Ү.Г *(С)Т%(С) 

С к 

= ЕЕ г А в ) г и с '1 

С к 

= ИЕ1 Г '»(С)1 2 >0 

С к 

1п 1ас1, II сап пеуег Ье ериа1 10 гего Ьесаи5е о1һепл/15е Т’ = 0. 5тсе В 15 
сйа§опа1, \л/е тау <Мте а сИа§опа1 таЫх В _1 / 2 \л/|1һ сИа§опа1 е1етеп15 
ериа1 1о В~ г 1 / 2 50 1һа1 

1 = В~ 1/ ' 2 ^Т\С)Т'\С)0~ 1/2 
с 

1151п§ 1һе аЬоуе ге5и11,1һе таЫх Т"(С) = Л _1/,2 Т / (С)Л 1 / 2 сап Ье 5һо\л/п 
1о Ье ипкагу. 

т"(с)т"\с) = в- 1/2 т'(с)в 1/2 [в- 1/2 ү,т'(с')т'\с')в- 1/2 } 

с 

х В 1/2 Т'\С)В~ 1/2 

= Л- 1/2 Т\С)Т\С')Т'\С')Т'\С)В~ 1/2 

с 

= л- 1/2 53 т\с)т\с') \т\с)т\с')} ] /г 1/2 

с 

= В- 1/2 ^Т'{СС')Т'\сС')В- 1/2 
с 
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СНАРТЕВ 2. ТНЕОКҮ ОЕ СВОРР ВЕРВЕЗЕАТАТКЖЗ 


= 0- 1/2 ^Т\С")Т'\С")0- 1/2 

С" 

= 1 

Тһе 5есопс1 1аз1; 51ер Һа5 Ьееп оЬ1атес1 Ьу и5т§ 1һе Реаггап§етеп1 Тһе- 
огет. Тһиз, §|уеп ап агЬйгагу гергезеп 1 :а 1 ; 10 п Т, II 15 а1\л/ау5 ро55|Ые 1о 
соп51гис1; а ит1:агу гергезеп 1 ;а 1 ; 10 п Ьу 1огтт§ 

Т" = Л _1 / 2 ^7 _1 Г1/Л 1/2 (2.3) 

Ргот пслл/ оп \л/е аззите 1һа1; \л/е һауе а ипкагу гергезеп 1 ;а 1 : 10 п. 


2.5 8сһиг 5 8 Ъетта 

5сһиг’5 1етта 15 и5ес1 т ргоут§ тапу о! 1һе 1һеогет5 т §гоир 1һеогу. 
Тһеогет 2 (8сһиг’й 1етта): 

С|уеп 1һа1; [М, Т] = МТ — ТМ = 0 1ог а11 е1етеп1:5 т 1һе §гоир, 1һеп 

(a) И Т 15 1ггес1ис|Ые, М = с/ \л/һеге с 15 а соп51аП1 апс1 I \з а ит! таЫх. 

(b) № М ф с1 1һеп Т 15 геЬиаЫе. 

РгооР: V Уе Рг51 5һо\л/ 1һа1 II 15 5и1Пс1еп1; 1о ргоуе 1һе 1һеогет 1ог а Нег- 
тШап М. 

ТМ = МТ 
(! ТМ) ] = (. МТ) ] 

М^Т ] = т ] м + 

Т(М ] Т ] )Т = Т(Т ] М ] )Т 

тм ] = м ] т 

51псе Ж = Т ~ 1 (ипкагу). Ас1с1т§ апс1 5иЬ51гас1:т§ 1һе Игб! апс! 1һе 1а51 
ериа110П5, \л/е §е! 

Т{М + М*) = (М + М ] )Т 

апЬ 

Т г(М - М*) = г(М - М*) Т 

1_е1 Н 1 = М + АВ апс1 Я 2 = г(М - М+) 50 1һа1 [Я ь Г] = [Я 2 , Т] = 0. 

Нх апс! Я 2 аге Негггп^ап апс! М = 1/2(Н 1 —гН 2 ). Тһи5, НЧҺе 1һеогет 15 



2.5. ЗСН1Ж’ЗЬЕММА 
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1гие 1ог а НегтШап таЫх, II тиз!; Ье 1гие 1ог М. \Л/е сап по\л/ аззите М 
10 Ье Негт |11а п апс1 рег!огт а ип4агу 1гапз1огта1:юп бо 1һа1; М Ьесотез 
сйа§опа1, В = 11~ г М11, апс! Ьеһпе ап ер и I уа 1еп1; гергезеп1:а1:юп Т' = 
11~ 1 Т11. Тһеп 


Т'В = В~ х ТВи~ х МВ 

= в~ х тмв 
= в~ х мтв 
= в~ х мвв~ х ТВ 
= вт' 


\Л/е һауе 1о зһо\л/ 1һа11һе сПа^опаI е1етеп15 о! В аге а11 |Ьеп1;1са1 4 Т, ог 
ершуа1еп11у Т ', 15 4гес1иаЫе. Сопз1с1ег 1һе гу, г ^ у, е1етеп1, 

^цВц — ВцТ' г] 

Т г](Вц ~ Ви) = 0 ( 2 - 4 ) 

Ье! из огс1ег 1һе сНа§опа1 е1етеп15 о! В зисһ 1һа1; В гг < В 33 1ог г < 
\л/Ысһ сап а1\л/ауз Ье Ьопе Ьу геаггап§т§ 1һе со1итпз о! II. Биррозе 
В и = В пп апс1 В п < В гг адһеге п > 1 апс! г > п. Тһеп II 1о11о\л/з 1гот 
Ер. ( 2.4) 1һа1 Т' тиз! һауе 1һе 1огт 


\л/һеге X 13 ап п х п таЫх, һе. Т' 15 геЬиаЫе. 

Ье! из зиттапзе 1һе сопс1изюпз: II М ^ с1 1һеп Т тиз! Ье геЬиаЫе. 
II М = с/ 1һеп оЬу|оиз1у II сотти1ез \л/4һ Т \л/һе!һег II 13 геЬиаЫе ог 
4гес1иаЫе. Непсе 4 Т 15 4гес1иаЫе 1һеп М тиз! Ье ериа1 1о с1 1ог о!һ- 
ег\л/ 1 зе Т \л/ои1с1 Ье геЬиаЫе. 


Тһеогет 3: 

С|уеп Т“М = МТР, адһеге Т а апс1 Т 13 аге 4гес1ис|Ые гергезеп 1 а 1 ; 10 пз о! 
сНтепзюп 1 а апс1 1р гезрес1;|уе1у апс1 М 13 а гес!ап§и1аг 1 а х 1д таЫх, 
1һеп 

(a) 4 1 а ф 1/3, М = 0 ог 

(b) 4 1 а = 1р е4һег М = 0 ог \М\ ^ 0. 1п 1һе 1а11:ег сазе, М \л/Ш һауе ап 
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СНАРТЕВ 2. ТНЕОКҮ ОЕ СВОРР ВЕРВЕЗЕАТАТКЖЗ 


1пуег5е 50 1һа1: Т а апс! Т 13 аге е^и^VаIеп1;. 

РгооГ: 

Т а (С)М = МТ р {С) 

(Т а (С)М)1 = (МТР(С)У 
М 3 Т а \С) = Т 0 \с)М * 

М 3 Т а ~\С) = Т 9 ~\с)М * 

ММ 3 Т а -\С) = МТ Р ~ 1 {С)М * 

ММ+Т^С" 1 ) = МТР(Сг~ 1 )М 3 
ММ 3 Т а (С~ 1 ) = Т а {С- 3 )ММ' 

5тсе Т а 15 1ггес1ис|Ые, II 1о11о\л/5 1гот 5сһиг’5 1етта (Тһеогет 2) 1һа1 
ММ 3 = с1. Соп51с1ег 1һе са5е 1 а = 1@. 

\ММ*\ = |с/|; |М||М+| = ||М|| 2 = с г “ 

II с ф 0, 1һеп \М\ ^ 0 1 .е. М ех1515. II 1о11о\л/5 1һа1: Т а апс1 Т' 3 аге 
е^и^VаIеп1; 5тсе 

М-\Т а (С)М) = М~ 1 {МТ Р {С)) = Т р (С) 

II с = 0, 1һеп ММ 3 = 0. Ье! и5 1оок а! 1һе сИа§опа1 е1етеп1;5 о! ММ 3 \ 

Т,м а м1 = о 
Ү.м л м- к = о 
Ү,\м а \ 2 = о 

к 

5тсе 1 Һ 15 15 р0511;|уе сЫтйе, еасһ 1егт ти51: уат5һ 1 .е. М = 0. Соп51с1ег 
по\л/ 1һе са5е 1 а ^ 1@, 1 а > 1р. \Л/е еп1аг§е М 1 П 10 а 1 а х 1 а 5^иа^е таЫх 
N \лл1һ 1һе ас)с1|1:юпа1 е1етеп1:5 ериа! 1о гего. Тһеп = ММ 3 = с1. 
Ви1 |]\Г| = 0 Ьесаи5е опе о! 115 со1итп5 15 2 его. 

N1^ = с1 -> {NN^1 = с 1а -> |ЛГ| |ЛГ^| = с г “ -> с = 0 

Непсе IV = 0 \л/һ1сһ 1трПе5 IV = 0. 5тсе М 15 соп1;аIпес! т IV, 1һеп 

М = 0. 
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2.6 Ог1һо§опаН1у Тһеогет 

\Л/е аге по\л/ т а роз 11 ; 10 п 1о ргоуе 1:һе 0г!һо§опаI|1;у Тһеогет \л/Ысһ 15 
сеп1;га1 т гергезеп 1 ;а 1 ; 10 п 1һеогу. 

Тһеогет 4: Ог1һо§опа1һу Тһеогет 

у Щвут^в) = (ҺЦЖЛьһ (2.5) 

с 

а апс1 /3 1аЬе1 1һе 1ггес1ис|Ые гергезеп1;а1:10П5, 1 а апс1 1р аге 1һе сһтеп5юп5 
оНһезе 1ггес1ис|Ые гергезеп1;а1:10П5, апс1 һ 15 1һе питЬег о1е1етеп1:5 т 1һе 
§гоир. 

Ргооһ 

ОеЯпе а таЫх 

М = үт а (С)ХТ 0 (С~ 1 ) 
с 

адһеге X 15 ап агЬһгагу таЫх апс1 а ф (3. \Л/е \л/ап1: 10 5һо\л/ 1һа1; 4Һ15 
таЫх 5аһ5һе5 1һе ро54и 1а4е5 о! Тһеогет 3. Соп51с1ег 

Т а (А)М = ^Т а (Л)Т“(С')ХТ /3 (С'- 1 ) 
с 

= Ү Т а (А)Т а (С)ХТ 0 (С~ 1 )Т 0 (А- 1 )Т 0 (А ) 
с 

= үт а {АС)ХТ 0 (С- 1 А~ 1 )Т 0 (А) 
с 

= үт а {АС)ХТ 0 {(АС)~ 1 )Т 0 {А) 
с 

= үт а (АС)ХТ 0 ~\АС)Т 0 (А) 
с 

= ү[Т а (С)ХТ 0 ~\с)}Т 0 (А) 
с 

= МТ 0 (А ) 

\Л/е һауе а§ат тас1е и5е оНһе Реаггап§етеп1; Тһеогет т 1һе 5есопс1 1а51; 
51ер. АссогсИп§ 1о Тһеогет 3, М = 0 5тсе \л/е аге соп51с1епп§ 1һе са5е 
о! а Ф (3 50 1һа1; 

Щ = 0 = Е Е т^ХңТ^в- 1 ) 

С Ы 
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СНАРТЕВ 2. ТНЕОКҮ ОЕ СВОРР ВЕРВЕЗЕХТАТЮХЗ 


5тсе X 15 агЬкгагу, \л/е тау 5е1 Х ы = Тһеп 

Ү.тцс,)т^(а-') = ү_тг т (в)т^(в) 

с с 

= Т,т? т (с)тА(о) 

С 

= ЕГ“ 1 (С)Т«*„(С) 

С 

= 0 

\Л/һеп а = (3, ассогс1т§ 10 5сһиг’5 1етта (Тһеогет 2) 

М« = с«5 ц = ^^Т,%(С)Х ы Т^в- 1 ) 

С Ы 

= ЕГ“(С)Т“(С- 1 ) 

С 

РиҢт^ г — ] апс! 5иттт§ оуег г у1е1с15 

с1« = 

С г 

= е т и Е ) 

с 

һо пт 

Тһиз \л/е һауе 

Е Г 1(С)Т“(С- 1 ) = (һ/1„)6 пт 6 ц 
с 

5тсе Т 15 ип 11 ;агу, 

Ү^т^ащ,\ау = ^пж,А, 

С 

Ерп. ( 2.5) Һа 5 1 һе 1огт о! а с1о1 ргос1ис1; \л/| 1 ;һ Т^(С) а 5 1 һе СЧҺ 
сотропеп!: о! а уес 1 ог 1аЬе11ес1 Ьу а, г апс! у, т 1 һе /г сНтеп 5 юпа 1 5 расе о! 
1 һе §гоир е 1 етеп 1 ; 5 . Тһ 15 теап 5 1 һа 1 : 1 һе питЬег о! с1 1 51 1 пС1 1аЬе15 (а, г,у) 
саппо! ехсеес! /г, 1 .е. Х)<* — һ- II 'л/МI Ье ргсл/еп 1а1ег 1 һа 1 ; т 1ас1 

Е*а = һ 

а 

Тһе ге 5 иII 15 уегу и 5 е!и 1 т \л/огкт§ ой! 1 һе 1 ггес 1 ис|Ые герге 5 еп 1 а 1 ; 10 П 5 о! а 
§гоир. 
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2.7 Тһе Сһагас^егз оГ а Кергезеп^аИоп 

\Л/е һауе зееп 1һа1: а гергезеп1:а1;10п 15 по1 итрие. \Л/е гесаИ 1һа1 И 7 Т 15 а 
герге5еп1а1:юп, 50 15 Т' = 8~ 1 Т8. Снуеп Т апс! Т', һо\л/ сап \л/е 1һеп 1е11 
1һа1: 1һеу аге ер и |уа 1еп1; ? Опе \л/ау \л/Ш Ье 1о Я§иге ои! Н 7 1һеге 15 а таЫх 
5 1 , 5исһ 1һа1: Т' = 8~ 1 ТЗ. Ви1 Ш5 15 а сотрПса1;ес1 ргосес1иге. \Л/һа1 
\л/е аге 1оокт§ 1ог аге ргорег11е5 о! а таЫх \л/Ысһ аге туапап! ипЬег а 
51 тМаг11;у 1гап51огта1:юп. Тһе е1§епуа1ие5 аге опе о! 1һет Ьи1 1һеу аге 
100 ситЬег5оте 10 са1си1а!;е. А 51тр1ег риап1|1;у 15 1һе 1гасе о! а таЫх 
ог 1һе 5ит о! 1һе сИа§опа1 е1етеп1:5: 

х“(С) = ГгГ“(С) = 5:^(С) (2.6) 

г 

\Л/е 5һо\л/ 1һа1; 1һе 1гасе ог сһагас1ег о! а таЫх 15 1пуаг1ап1 ипс1ег а 51гт- 
1ап1:у 1гап51огта1:юп: 

тгт = ЕЕҖ 1 ^ 

г ]к 

= Е(Е 

А г 

= 53 ад* 

А 

= ТгТ 


Тһе сһагас1ег5 о! а герге5еп1а1:юп а 15 а 5е! о! һ питЬег5 {х а (С)}. II 
\л/М1 Ье 5һо\л/п 1а1ег 1һа1: Т 1һе герге5еп1а1;10п 15 1ггес1ис|Ые, 115 сһагас!ег5 
аге итрие. 

Тһеогет 5: 

11 е1етеп15 А апс! В о! а §гоир Ье1оп§ 1о 1һе 5ате с1а55, 1һеп 1һе сһаг- 
ас1ег5 о! 1һе1г герге5еп1а1:юп5 аге 1һе 5ате. 

РгооГ: 

5тсе А апс1 В Ье1оп§ 1о 1һе 5ате с1а55, 1һеге 15 ап е1етеп1 С 5исһ 1һа1 
А = С~ г ВС. Соп5ериеп1:1у, 

Тг Т{А ) = Тг [Т^С- 1 ) Т(В) Т(С )] 
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СНАРТЕВ 2. ТНЕОКҮ ОЕ СВОРР ВЕРВЕЗЕАТАТКЖЗ 


= Тг [Т(С) Г(С'- 1 ) Т(В)} 
= Тг [Т(Е ) Т(В)\ 

= ТгТ(В) 


Тһеогет 6: Пгй! Ог1һо§опаШу Ке1а1юп 

у х“(е)-х (, (С) = у х“(су *./(суя ь = М„„ (2.7) 

С к 

С к 1аЬе1з а с1а55 \л/|1:һ М к е1етеп1;5. 

Ргооһ 

5е11:т§ г = з апс1 к — I \п Ерп. ( 2.5) (Ог1һо§опаП1:у Тһеогет) апс1 
5иттт§ оуег г апс! I \л/е һауе 

Т^хЧОГх^С) = {һ/1 а )8 а ^8 й 8 й 

Тх а {С к Үх^С к )Җ = Һ8 а р 

к 


Ерп. ( 2.7) Һа5 1һе 7огт о7 а \л/е1§һ1:ес1 с1о1; ргос1ис1; \л/ 11 :һ \л/е 1 §һ 1 ; Щ т а 
зрасе \лл1һ сНтепзюп ериа! 10 1һе питЬег о7 с1а55е5 о71һе §гоир. Х а (Ск) 
15 1һе к'1 һ сотропеп! о7уес1ог ск. К Ео11о\л/з 1һа11һе питЬег о7 1ггес1ис|Ые 
гергезеп1;а1:10П5 тиз! Ье 1е55 1һап ог ериа! 1о 1һе питЬег о7 с1а55е5. 


2.8 Тһе Ке§и1аг Кергезеп^аИоп 

\Л/е ргоуе 1һе 7о11о\ллп§ 1һеогет: 

Тһеогет 7: 


ЕЧ = Һ < 2 - 8 ) 


РгооЕ: 
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А ргоо7 о7 1 Һ 15 1һеогет 15 ргоу|с1ес1 Ьу соп51с1епп§ 1һе зо са11ес1 ге§и1аг 
гергезеп 1 ;а 1 : 10 п. Тһе ге§и1аг герге5еп1:а1:юп 15 7огтес1 т 1һе ^о11о\л/1 п§ \л/ау. 
\А/е \л/п1е 1һе т и III рПса 1 : 10 п 1аЫе а5 ^оМо\л/5: 



е а /3 7 ... 

е 

е 

оГ 1 

е 

Г 1 

е 

7 1 

е 


\Л/е 7огт 1һе ге§и1аг герге5еп1:а1:юп о7 ап е1етеп1: а Ьу \л/п1:т§ 1 \л/һег- 
еуег 1һе е1етеп1; а оссиг5 т 1һе 1аЫе апЬ гего о1һепл/15е. 1_е1: 1һе §гоир 
е1етеп1:5 Ье а*, г — 1,2,, һ, 1һеп 1һе ге§и1аг герге5еп1:а1:юп 15 §|уеп Ьу 

г(®г) 1 Яу 0>к 

= 0 оНгегтзе 

II 15 с1еаг 7гот 1һе ЬеЯпкюп 1һа1; 1;һе герге5еп1:а1:юп 15 ^айЫгП. То 5һо\л/ 
1һа1: II 15 геа11у а герге5еп1:а1:юп, \л/е һауе 10 ргоуе 1һа1; 

^ ' Т'! Д; ( 01 ) Т};1 (а т ) Тц (йр) 

к 

И 7 апс1 оп1у И а,га т = а р . Ву сЫшйюп, Т зк (аф Ф 0 оп1у \л/һеп к 15 5исһ 1һа1: 
а к = а 3 а г апс1 51тПаг1у Т ы (а т ) ф 0 оп1у \л/һеп к 15 5исһ 1һа1; а к = а^а” 1 . 
ТһегеТхе Ү, к Т зк (афТ к1 (а т ) = 1 \1 апс! оп1у \1 о>к — а^сҺ-^ — сһ^сһ^у^ 1 апс! 
гего о1һепл/15е. Но\л/еуег, а^а* = а^а,” 1 1трПе5 аф 1 щ = а*а т = а р . 

Тһе сһагайег 15 §|уеп Ьу 

Һ 

х(о») = Ү^ Т а(аг) = Һ г/ (Ц = е 

3=1 

= 0 оНгегтзе 

Т һ 15 15 с1еаг Ьу тбресЬюп о7 1һе т и III рПса 1 : 10 п 1:аЫе. \Л/е сап по\л/ ргоуе 
Тһеогет 7 Ьу \л/п1:т§ 1һе сһагайег о7 1һе ге§и1аг герге5еп1а1;10п а5 а 5ит 
оуег сһагас!;ег5 о7 1һе 1ггес1ис|Ые герге5еп1а1;10П5: 

Х(аф = Х/ т аХ а Ы 

а 
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СНАРТЕВ 2. ТНЕОКҮ ОЕ СВОРР ВЕРВЕЗЕАТАТКЖЗ 


Ргот 1һе ог1һо§опаП1;у ге1а1юп \л/е һауе 

т а = 

5тсе х°( е ) = 4*. х( е ) — һ, апс1 х( а г Ф е) = 0 й 1Ы1о\л/5 ЬһаЬ га„ = 
1 а . Еасһ Iггес!ис 1 Ые гергеБепЬаЬюп оссигз т 1һе ге§и1аг гергезепЬаЬюп а 
питЬег 1ате5 ериа! 1һе Ытепзюп оР 1һе 1ггес1ис|Ые герге5еп1:а1:юп. 
Оп 1һе о1һег һапс1, һ = Ү, а гп а 1 а бо 1һа1; 

Ь = 5Иа 

а 

ТҺ15 гезиII 1о§е1һег \л/|1;һ 1һе ог1һо§опаП1;у 1:һеогет зһслл/ 1һа1: 1:һеге аге 
ехасЬ1у һ ог1һо§опа1 уесЬогз Тф. 

Тһеогет 8: 8есопс1 Ог1һо§опаШу Ке1а1юп 

Ү,Х а {С к Ух а {С 1 ) = {Һ/Җ)8 Ы (2.9) 


РгооР: 

\Л/е гесаИ 1һа1; 1һе таЫх герге5еп1:а1:юп Тф сап Ье ге§агЬеЬ эб а зе1 ог- 
1һо§опа1 уес1ог5 т 1һе һ- сНтеп5юпа1 зрасе оНһе §гоир е1етеп15. Тф(С) 
15 1һе сотропеп! оЕ 1һе уейог Тф а1оп§ 1һе ”С-ах15”. Тф 1:һет5е1уе5 сап 
Ье ге§агс1ес1 аз а Ьа515 т 1һе зрасе оР 1;һе §гоир е1етеп1:5 зтсе 1һе питЬег 
о $ а,гО 15 ргес15е1у һ. Апу уес1ог т 1 Һ 15 зрасе сап ^һеге^оге Ье ехрапсЫ 

\ >1 С <*13 Т % 

аг] 

\Л/е 5ит 1һе сотропеп1;5 х а1оп§ САахез \л/Ысһ Ье1оп§ а §|уеп с1а55 

С к , 

х(су = Е х(й) 

= Е Е с ««^(с) 

Сб С к агз 

= гЕ Е Е^«г”(ег 'ас,) 

П Ог Сб С к агз 
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= )е Е ЕЕ^«Ч(СГ‘)ГЙ(С)Т“(С 1 ) 

П Сг СеС к ол] Ы 

= Е ЕЕ<^Аад«(с)А> 

С&С к аг] Ы 

= Е Е Ста“(С)/(„ 

Сг^.Ск ОСЬ 

= Ү,а аХ а (С к ) 

а 

\л/һеге а а = (Җ/1 а ) Ж с а ц. Тһе 1:Ыгс1 зЬер изез 1 һе ^ас! 1 һа 1 : Сү 1 С к Сү = 
С к Язг еуегу Сү т 1 һе §гоир, 1 һе Якһ з 1 ер изез 1 һе ог 1 һо§опаП 1 :у 1 һеогет, 
апс! 1 һе 1аз1; з 1 ер изез 1 һе ^ай 1 һа 1 ; 1 һе сһагас 1 егз е1етеп1:з Ье1оп§т§ 
10 1 һе зате с1азз аге 1 с 1 еп 1 ; 1 са 1 . Тһиз 1 һе зе! уес 1 огз {х{С к )} аге Пп- 
еаг1у тберепс1еп1: Ьесаизе 1 һе §гоир е 1 етеп 1;5 сап Ье бмс1ес1 ип^ие1у апс1 
сотр 1 е!;е 1 у Iп 1 о сПз!;|пс 1 ; с 1 аззез. 

Микф1ут§ х(Рк) Ьу X* 3 (Ск)М к апс! зиттт§ оуег 1 һе с1аззез к у1е1с1з 

Ү,х{С к )хР{С к )М к = Ү^а а Ү^х а {С к )х Р \С к )Җ 

к & к 

^ ^ ^а^^а /3 
а 

= Һ&р 

Соп 5 едиеп 1 : 1 у, 

Х(С,) = е аеЛъ) 

Р 

= (1 /һ) Е Е х(С'*)х' 3 ‘ (С'*)ЛГ кХ ' 3 (С,) 

Р к 

0 = Ү,Х(С к ) {Җ/Һ^^С^С^бы 
к \_ /3 

Тһ 15 15 1 гие Язг ап агЬкгагу х{С к ) 50 ЪһаЬ 1 һе ^иап 1 ;^ 1 ;у т 1 һе 5 ^иа^е Ьгаске! 
тиз! уатзһ \л/һ 1 сһ ргоуез 1 һе 1 һеогет. 

Е^п. ( 2.9) һаз 1 һе Язгт а 601 ргос!ис 1 т а зрасе \л/| 1 ;һ сНтеп- 
зюп е^иаI 1 о 1 һе питЬег Iггес!ис 1 Ые гергезеп 1 а 1 ; 10 пз. к ЯоМо\л/з 1 һа 1 ; 1 һе 
питЬег с1аззез тиз 1 : Ье 1езз 1 һап ог е^иаI 1 о 1 һе питЬег 1 ггес 1 ис|Ые 
гергезеп^аЯопз. Оп 1 һе о 1 һег һапб Ьу Тһеогет б 1 :һе питЬег 1 ггебис 1 Ые 
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СНАРТЕЕ 2. ТНЕОКҮ ОЕ С1ЮИР ВЕРВЕЗЕМТАТЮМЗ 


гергезеп1а1:юп5 тиз! Ье 1езз 1һап ог ериа1 10 1һе питЬег о7 с1аззез. Тһи5 
\л/е сопс1ис1е 1һе 7о11о\ллп§ согоИагу: 

Тһе питЬег о/ гггеЛисгЫе гергезепШгопз гз е^иа^ Ъо Ьһе питЪег о/ 
с1аззез. 

Тһеогет б апб 8 Iтр1у 1һа1; 1һе 1ггес1ис|Ые гергезеп1;а1;10П5 аге итрие1у 
сһагас1ег15ес1 Ьу 1һе1г сһагас!егз апб сопзериеп1:1у 1лл/о сһзЬтс!: 1ггес1ис|Ые 
гергезеп1;а1:10П5 саппо! һауе 1һе зате зе! о7 сһагайегз. 


2.9 Тһе СһагасТег ТаЫе 

Тһе сһагас1:ег 1аЫе 13 а зриаге таЫх мйһ сһтепзюп ериа! 10 1һе питЬег 
с1аззез ог 1ггес1ис|Ые гергезеп1а1:юп5: 

(^ак = Х а (С-к) 


II һаз 1һе 7огт 



С г = С Е 

ЩС 2 

җс 3 


Т 1 

1 

1 

1 


т 2 

һ 




г 3 

һ 





Тһе го\л/ 15 1аЬе11ес1 Ьу 1һе 1ггес1иаЫе гергезеп1а1;10П5 апб 1һе со1итп Ьу 
1 һе с!аззез. 


2.10 РгорегИез о! 1һе Сһагас1ег ТаЫе 

Тһе ргорег11е5 Мз1:ес1 Ье1о\л/ аге изей4 7ог сопзЪгисЪт^ 1һе сһагайег 1аЫе. 

1. Тһе питЬег о7 1ггес1иаЫе гергезеп1а1;10П5 13 ериа! 1һе питЬег о! 7 
с1аззез. 

2. Тһе һгзЬ со1итп сопЫпз 1һе сһтепзюп о7 еасһ гергезеп1а1:юп апб 
1 һе зит о! 7 йэ зриаге 13 1;һе 1о1а1 питЬег о7 е1етеп1з т 1һе §гоир 
(Тһеогет 7): Т, а 1 2 а = һ. 
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3. Аз а сопуегШоп, 1һе йгз1 го\л/ 15 1һе 1с1еп1;|1;у ог ипII гергезеп^аОоп 
сопз1з1:т§ о! 1. 

4. Еасһ го\л/ ог со1итп сап Ье ге§агс1ес1 аз а уес1ог. 1п 1Ыз зепзе: 

(a) Тһе го\л/з аге ог1һо§опа1 \л/ 11 ;һ \л/е1§һ1:т§ 1ас1ог Җ (Тһеогет б) 
апб погтаПзеб 1о һ. 

(b) Тһе со1итпз аге ог1һо§опа1 апб погтаПзеб 10 Һ/Җ (Тһеогет 

8 ). 

5. И 7 1һе сһагас!ег 1аЫе о! а 1ас1ог §гоир 13 кпо\л/п, 1һеп бие 10 һото- 
тогрЫзт, 1һе сһагас!ег о! ап е1етеп1 аЗ т 1һе Еас1;ог §гоир тау 
Ье азз 1 §пеб 1о 1һе с1аззез \л/Ысһ аге соп1атес1 т аЗ. \Л/е геса11 1һа1; 
И 7 а §гоир һаз ап туапап! зиЬ§гоир 3, 1һеп \л/е сап 1огт а §гоир 
3,аЗ,ЬЗ,... \л/һеге а 15 по1 т 3, Ъ 13 по! т 3 апб аЗ еЬс. Тһ 15 
§гоир 15 а са11еб а Еас1;ог §гоир \лл!һ 3 аз 1һе ипII е1етеп1 апб II 
15 һототогрЫс мкһ 1һе §гоир |1;5еИ 7 . Ап туапап! зиЬ§гоир теапз 
1 һа1; х~ г 3х = 3 1ог еуегу е1етеп1; х т 1һе §гоир апб Ьу Тһеогет 
9 сНзсиззеб т 1һе пех1 зес!юп, 3 тиз! сопз 1 з 1 \л/һо11у о! с1аззез. 
Тһе һототогрЫзт Ьеб\л/ееп 1һе 1ас1ог §гоир апб 1һе §гоир кзеИ 7 
теапз 1һа1; һ 7 Т(аЗ) 15 а таЫх гергезеп^аОоп оЕ 1:һе е1етеп1 аЗ о! 
1 һе ^асЬог §гоир 1һеп 1һе зате таЫх тау Ье изеб 10 гергезеп! а11 
е1етеп1з т 1һе созе! аЗ. Тһиз, 1һе сһагайегз о!1һе с1аззез т аЗ 
15 ]из! 1һе зате аз 1һе сһагас!ег о! Т(аЗ). 

Тһе аЬоуе һуе ги1ез аге оОеп зиШаеп! 1о сопзЬгисЬ 1һе сһагас!ег 
1 аЫе Ьи1 1һе Ео11о\л/1 п§ ги1е, \л/һ 1 сһ 15 безспЬеб т 1һе пех1 зесОоп, 
сап Ье о! Һе1р. 

6. Тһе сһагас1:егз оЕ 1:һе а гергезеп 1 а 1 ; 10 п аге ге1а1:еб Ьу 

А ГгХ а (СгЩ Х а (С,) = 1аҮ,т ф Җ Х <*(С к ) (2.10) 

к 

\л/һеге гп г] у. 13 1һе соеШаепЬз о! с1азз тиЮрПсаОоп, = 
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2.11 С1а88 МиШрНсаПоп 

1_е1 С Ье а со11ес110п оР с1аззез. Ргот Рһе <РеР1т1юп оР а с1азз \л/е һауе 

х~ г Сх = С 

Рог еуегу е1етеп1: х т Рһе §гоир. Тһ 15 15 еу|с1еп1; Ргот Рһе РасР РһаР а11 
е1етеп1;5 т а с1а55 аге соп]и§а1е 1о опе апоРһег апс1 |р!\л/о е1етеп1:5 а апс1 
Ь аге сНРГегеп! Рһеп х~ 1 ах Ф х~ 1 Ъх. Могеоуег, ап е1етеп1; саппоР Ье1оп§ 
Ро тоге Рһап опе с1а55. Тһиз Рһе е1етепРз оп Рһе п§һР һапс! з1с1е тиз!; Ье 
1с1епР1са1 10 Рһе е1етепРз т С. 

Тһеогет 9: 

А 5еР оР е1етепРз С оЬеут§ х~ 1 Сх = С Рог а11 х т Рһе §гоир тизР Ье 
сотрозес! \л/һо11у оР с1а55е5. 

РгооР: 

Биррозе К 15 а зеР оР е1етепРз т С \л/Ысһ с1о поР Рогт а с1азз. ВиР х^Вх 
тизР Ье ериа1Ро К |Рзе1Р зтсе (С — К) Рогт с1аззез апс! Ьу с1еРт|Рюп Рһеу 
\л/МI пеуег Ье соп]и§аРе Ро е1етепРз т К. Тһиз К тиз! Ье а с1азз. 

\А/е по\л/ сопз1с1ег а ргос!ис! оР Р\л/о с1аззез апс! һеге \л/е с1о соипР аМ ге- 
зи1Рт§ е1етепРз еуеп \л/һеп зоте аге Рһе зате. 

= :х~ х С г ххР 1 Сфх 
= х ~ 1 С г Сфх 

Ву Тһеогет 9, II Ро11о\л/з РһаР СфЗ) тизР сопз1зР \л/һо11у оР с1аззез. Тһеге- 
Роге II тиз! Ье розз1Ые Ро \л/г 11 ;е 

С'С' = Ү^гп г]к С к (2.11) 

к 

\л/һеге гп г] к аге тРе§егз Ре1Пп§ һо\л/ оР1еп 1һе с1азз С арреагз т 1һе ргосР- 

ис! С г С г 

1_еР из сопз1с1ег 1һе с1азз ти1р|рПсаРюп т 1егтз оР таРпх гергезепРа- 
Рюпз. 1Р \л/е 1еР 8(Сф Ье 1һе зит оР таРпсез оР а11 е1етеп!з т 1һе с1азз 
Сг апс! Т{х ) Ье а таРпх гергезепРаРюп оР 1һе е1етеп! х 1һеп \л/е һауе 
Т~ 1 (х)3(СфТ(х) = 8(Сф ог 8(СфТ(х) = Т{х)8(Сф. 1Риһе гергезепРа¬ 
Рюп Т 15 1ггес1ис|Ые, Рһеп |р Ро11о\л/з Ргот 5сһиг’з 1_етта РһаР 8(Сф = с г Р 
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Тһи5 


СгСз ^ ) ГПцкСк 
к 


Такт§ 1һе 1гасе оР 8(С^) апс1 аззитт§ \л/е аге т 1һе 1ггес1иаЫе гергезеп- 
РаРюп а \л/е §е! 

Тг 3(Сг) = Тг а! = с г 1а 


Оп 1һе о1һег Һапс1, 


Тг 8(С г ) = ^ х а (С г ) 


ТһегеРоге 

с, = Җ Х а (С г )/1 а 

апс1 Ер. ( 2.10) Ро11о\л/з. 


2.12 01гес1 Ргос1ис1 Сгоирз 

На §гоир 15 а сПгесР ргос1ис1: оР 1\л/о §гоирз, 1һеп 1һе 1ггес1ис|Ые гергезеп- 
РаРюпз апс! 1һе сһагас1ег 1аЫе оР 1һе ргоОис! §гоир сап Ье \л/огкес1 ои1 
еазПу Ргот 1һозе оР 1һе 1\л/о шс1мс1иа1 §гоирз \л/|1;һ 1һе Һе1р оР 1һе Ро11о\л/т§ 
1һеогет. 

Тһеогет 10: 

1Р С = С\ ® С 2 1һеп Т а ®Р = Т" <8) Т 2 15 ап 1ггес1ис|Ые гергезеп1а1:юп оР 
С. Могеоуег, Рог а11 Т“ апс1 1һезе аге а11 розз1Ые 1ггес1ис|Ые гергезеп- 
РаРюпз оР 1һе ргос!ис1 §гоир. 

РгооР: 

\Л/е Р|гзр зһо\л/ 1һа1: Т 15 а гергезеп1:а1:юп оР С. 1_еР а\, а 2 , . .. апс1 Ь 1: Ъ 2 , ■ ■ ■ 
Ье 1һе е1етеп1:5 оР С\ апс! С 2 гезрес1|уе1у апс1 1е1 с г] = а г Ь 3 Ье 1һе 
е1етеп1:5 оР 1һе сИгес! ргос!ис! §гоир С. Зиррозе с^сң = с тп \л/Ысһ 
1 трПез 1һа1: аф^аф 1 = а т Ъ п ог бца^Ьг = а т Ъ п зтсе 1һе е1етеп1:5 оР 
С\ апс1 С 2 сотти1е. ТЫз теапз 1һа1: а г а/с = а т апс! Ъф] = Ь п ог 
Т а (а г )Т а (а к ) = Т а {а т ) апс! = Т^{Ъ п ). \Л/п1т§ 1һе 1аз1 

1\л/о таЫх ериаНопз т сотропеп! Рогт, т и III р1у| п§ 1һет апс1 изт§ 1һе 
с1еР1 п 1110 П оР сИгес! ргос!ис1 у1е1с1 1һе гершгес! гезиН. 

Ье! М Ье а таЫх \л/Ысһ сотти1:ез \л/|1;һ еуегу Т а<Е)/3 . М тау Ье 
мпИеп т 1һе Рогт М = М х ® М 2 \л/һеге М х апс1 М 2 һауе 1һе зате 
сНтепз 10 пз аз Т" апс! Т 2 гезрес1|уе1у. Тһе сотти 11 У 11 :у оР М мНҺ Т а ®Р 
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1трПе5 1һе соттиЬтЬу М, \л/|1;һ Т" апс! М 2 \лл!:һ Т 2 . Ву 5сһиг’5 
1етта, М\ = к\ 1\ апс! М 2 = к 2 1 2 апс1 һепсе М = к\к 2 1 апс1 по поп- 
сопз1;ап1; таЫх М ех1515 бо 1һа1: Ьу 5сһиг’5 1етта Т а1Е)/3 15 [ггеЬиаЫе. 

То 5һо\л/ 1һе 1аз1; раг! 1һе 1һеогет, \л/е гесаМ 1һа1; 32аЦ_ а = һ\ 
апс! 32 в Чв = һ 2 . Ве1: 1 а р — 1\1 2 Ье 1һе сһтеп5юп 1һе 1ггес1ис|Ые 
гергезеп 1 ;а 1 : 10 п Т а1Е)/3 . \Л/е һауе 

ЕСз = Е^Е^ = № 

а/3 а (3 

Ви1 һ\һ 2 15 1һе огс1ег 1һе сИгес! ргос1ис1: §гоир апс! 1һегеТ)ге 1һеге аге 
по тоге ро55|Ые 1ггес1иаЫе герге5еп1:а1:юп5 о1һег 1;һап Т а ®& {ог а11 Т“ апс1 

грд 

1 2 ■ 

2.13 Ехатр1е8 

1. \Л/е соп51гис1 1һе сһагас1:ег 1аЫе 1һе регтиЬаЬюп §гоир 1һгее 
оЬ]ес15 \л/һ|сһ \л/е һауе соп51с1егес1 ргеуюи51у. Тһеге аге 1һгее с1а55е5 
С\ = е, С 2 = (а,/3), апс1 С 3 = ( 7 , ц, и) апс! ^һеге^оге Ьу ги1е 
1 1һеге аге 1Һгее 1ггес1иаЫе герге5еп1а1:юп5. Ки1е 2 1е115 и5 1һа1; 
1\ + I 2 + Щ = 6- Тһеге 15 а1\л/ау5 ап ИеШаЬу герге5еп1:а1:юп 50 \л/е 
тау 1;аке 1\ = 1. Тһеп Һ 2 = 1 апс! / 3 = 2 аге 1;һе оп 1у ро55|Ые 
зо1и1юп апс! 1һе сһагайег 1аЫе ти51: 1оок Ике а5 ^о11о\л/5: 



С\ 

2С 2 

ЗСз 

г 1 

1 

1 

1 

Т 2 

1 

а 

Ь 

3 

2 

с 

а 


То Ье1:егтте а, Ь, с, апЬ й \л/е пееЬ 1о кпо\л/ опе о^ 1һет апс1 
\л/е сап Һпс1 1һе о1һег5 Ьу ог1һо§опаП1;у (ги1е 4). Тһе 5иЬ§гоир 
8 = (е,а,Р) = С\ + С 2 15 ап туапапЬ 5иЬ§гоир апс! 1һе согге- 
5 ропсИп§ ^ас1;ог §гоир Һа5 1һе ти11;[рПса1;10п 1аЫе 



5 

7-5 

8 

5 

7-5 

7 5 

7-5 

5 
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\л/һеге 7 8 = цЗ — иЗ — ('у,ц,һ') = С'з. Тһ 15 15 а §гоир о! 1\л/о 
е1етеп1;5 апс! 1һеге аге еу|с1еп1;1у 1лл/о с1а55е5, 1һе Һг51 с1а55 СОП51515 
о!1һе ипII е1етеп1: 5 апс1 1һе 5есопЬ с1а55 СОП51515 о! 1һе е1етеп1; 
7*5'. Тһе питЬег о! 1ггес1ис|Ые герге5еп1:а1:юп5 15 Ь\л/о апс1 Ьо1һ ти51 
һауе сИтеп510п опе, Ьу ги1е 2. Тһе 1ггес1ис|Ые герге5еп1:а1:юп5 о! 
1һе ^ас^ог §гоир ти51 Ье (1,1) апс! (1,-1). Тһеп 1гот ги1е 5 \л/е 
тау а551§п а = 1 апс! Ъ = — 1 (а = 1 апс! 6 = 1 §|уе5 1һе 1с!еп- 
1|1у герге5еп1;а1;10п). 1\1о1:е 1һа1: \л/е һауе 1;акеп а апс! Ъ апс1 по! с 
апс1 3. Ьесаи5е 1һе 1ггес1иаЫе герге5еп1:а1:юп5 о! 1һе 1ас1ог §гоир аге 
опе сһтеп5юпа1 апс! Т 2 15 а150 а опе сПтеп5юпа1 герге5еп1:а1:юп. 
Тһе о1һег 1\л/о сһагас1:ег5 с апс! с1, сап Ье еа5Пу оЬЫпеЬ 1гот 1һе 
ог1һо§опаI|1:у Ье1\л/ееп со1итп5. 

1-1 + 1- а + 2- с = 0 ^ с = — 1 
1-1 + 1-Ы-2-Й = 0^3 = 0 


Рта11у \л/е һауе 



С\ 

2С 2 

ЗСз 

Т 1 

1 

1 

1 

т 2 

1 

1 

-1 

т 3 

2 

-1 

0 


2. АЬеПап §гоир5: Еуегу е1етеп1 т ап АЬеһап §гоир 1огт5 а с1а55 Ьу 
|15еИ г . Тһеге1оге 1һе питЬег о! 1ггес1ис|Ые герге5еп1а1;10П5 15 51тр1у 
е^иаI 1о 1һе питЬег о! е1етеп15 т 1һе §гоир. Могеоуег, ги1е 2 
1трһе5 1һа1; а11 1ггес1ис|Ые герге5еп1а1;10П5 һауе сПтеп5юп опе. Тһе 
соп5е^иепсе5 аге 


(а) ЫтЬапЬу о! герге5еп1а1:юп5 1трПе5 1һа1; 1һе питЬег5 герге5епЬ- 
т§ ап АЬеПап §гоир һауе тос1и1и5 опе. 
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(b) II!һе питЬег X гергезепЬз ап е1етеп1; х 1 һеп X* гергезеп1:5 

х~ 1 . 

(c) Тһе сһагас!ег 1аЫе зеп/ез а1зо эб а гергезеп 1 :а 1 : 10 п 1аЫе. 


Аз ап ехатр1е \л/е соп51с1ег а поп-сусПс §гоир о! 1оиг1:һ огс!ег \л/|1;һ 
1 һе 1о11о\л/т§ тиIII рПса 1 : 10 п 1аЫе 



е 

а 

Ь 

с 

е 

е 

а 

Ъ 

с 

а 

а 

е 

с 

Ъ 

Ъ 

Ъ 

с 

е 

а 

с 

с 

Ъ 

а 

е 


а 2 = Ь 2 = с 2 = е 50 а, 6 , апс! с аге гергезеп1;ес1 екһег Ьу ±1. 
II а 15 гергезеп1;ес1 Ьу 1 1 һеп Ь = с = ±1 Ьесаизе Ьс = а. И 7 а = — 1 
1 һеп е 11 һег 6 = 1 апс! с = — 1 ог 6 = — 1 апЬ с — 1. Тһиз \л/е һауе 



е 

а 

6 

с 

Т 1 

1 

1 

1 

1 

Т 2 

1 

1 

-1 

-1 

Т 3 

1 

-1 

1 

-1 


1 

-1 

-1 

1 


3. СусПс §гоирз: Тһезе аге АЬеПап §гоирз \л/Ысһ сап Ье §епега!ес1 Ьу 
а 51п§1е е1етеп1: С = (а, а 2 , ..., а һ = е). 11 а 15 герге5еп!ес1 Ьу а 
питЬег А к !һеп а 2 15 гергезеп!ес1 Ьу А\ е!с. апс! А к = 1 5тсе е 
15 а1\л/ауз герге5еп1ес1 Ьу 1. Тһиз, А к тиз! Ье опе о! 1һе һ госЛз о! 
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ипку, 1 .е. А к = ещ>{12пк/һ) апс! 1һе сһагас1ег 1аЫе 15 §|уеп Ьу 



е 

а 

а 2 


а һ 1 

т 1 

1 

1 

1 


1 

т 2 

1 

А\ 

А1 


А^ 1 


1 

А 2 

А 2 


а һ 2 - 1 













грһ 

1 

Аһ-1 

ли 


Л һ-1 
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Сһар1ег 3 

Сгоир Тһеогу т С^иап1ит 
Месһашсз 

3.1 Ыпеаг Уес1ог 8расе 

А зе!; {г 1 , г 2 , - - -} 15 за1с1 ^огт а Ппеаг уес!;ог зрасе Ь И 7 г, + г 3 15 
апо1һег тетЬег т 1һе зе! ^ог еуегу г,у апс1 егу 15 а1зо апо1һег тетЬег 
т 1һе зе! \л/һеге с 15 а сотр1ех сопз!:аП1. Тһе ^иап1;^1;^ез {г ь г 2 ,...} аге 
са11ес1 уес^огз апс! 1һеге аге ап тһпке питЬег оНһет. 

А зе! уес^огз {V!, у 2 , ■ ■ ■ , ү р } 15 за 1с1 1о Ье ПпеаНу тс1ерепс1еп1: Н 7 
попе о^ 7 1һет сап Ье ехргеззес! аз а Ппеаг сотЫпа^оп сН 7 1һе о1һегз. И 7 а 
зе1 о! 7 соеШаеп^з {с^.} сап Ье ^оипс1 зисһ !һа1; 

р 

X! С к^к = 0 

к= 1 

!һеп 1һе уес^огз аге за 1с1 1о Ье Ппеаг1у Ьерепс1еп1:. Тһе 1аг§ез1; питЬег о! 7 
уейогз т Ь \л/Ысһ ^огт а ПпеаНу тс1ерепНеп1: зе! 15 са11ес1 1һе сПтепзюп 
о { Ь. ТЫз 15 !һе зате аз 1һе зтаПез! питЬег о^уес1:огз пееЬес! 1о НезспЬе 
еуегу уес1ог т Ь апс1 !һезе уес1огз аге за 1с1 10 ^огт а Ьаз[з. \Л/е Ьепо1;е 
1 һе сПтепзюп Ь Ъу з апс! 1һе Ьаз1з уес1огз Ьу {е ь е 2 ,..., е 3 } зо !һа1; 
апу уес1ог V тау Ье \л/Г1!1;еп аз 

ү = X! 

г=1 


зз 
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1п огс1ег 1о с 1 е 1 егт 1 пе 1һе соек|С1еп1:5 у г Рот а §|уеп уес1ог V \л/е т- 
1го<4исе 1;һе сопсер! зса1аг ог с1о1: ргос1ис1: Ье1\л/ееп Ь\л/о уес1ог5 VI апс1 
у 2 \л/Ысһ \л/е с1епо1:е Ьу (ух,у 2 ). Тһе раг11си1аг Ьеһпкюп с4 1һе 5са1аг 
ргос!ис! 15 агЬкгагу Ьи1 II тиз!; 5а115^у 1һе 1Ы1о\л/т§ §епега! сопс1кюп5: 


1. (VI, у 2 ) 15 а сотр1ех питЬег 

2 . (у ь У 2 ) = (У 2 , У г )* 

3. С^ ь су 2 ) = с(у Ь У 2 ) -»• (сУ Ь У 2 ) = (у 2 , СУ^)* = С*(у ь У 2 ) 

4. (V! + У 2 , У 3 ) = (VI, У 3 ) + (у 2 , У 3 ) 

5. (у 1 , Уз) > 0. к 15 оп 1у гего \л/һеп VI = 0. 

Ехатр1ен: 

1. \/ес1:ог5 т 3-сПтеп5юпа1 5расе. Тһе с1о1: рго<4ис1 15 <Мтес1 а5 
(VI,у 2 ) = У\У 2 СозӨ \л/һеге У\ апс! у 2 аге 1һе 1еп§1һ5 1һе уес- 
1 ог 5 апс1 Ө 15 1һе ап§1е Ье1\л/ееп 1һе 1лл/о уес1ог5. 

2. Рипс 110 п 5расе5. Тһе с1о1: рго<4ис! 15 с1еһпес1 а5 Ф/) = 

/ с1 3 г гу{г)'ф*{ү)'ф^{г) \л/һеге ги \з а \л/е1§һ1; пС1 1 оп \л/һ|сһ 15 и5и- 

а11у геа1 апс1 ро511;|уе Ьеһпке 50 1һа1: 1һе 1а51 сопсШюп 15 5ай5йес1. 
\А/е сап а150 <Мте ог1һопогта1 Ьа515 йтс1:юп5 {ф^} 5исһ 1һа1: апу 

пс 110 п сап Ье ехрапсЫ т 1 Һ 15 Ьа515: ф = с { ф { Тһе Ппеаг 
5расе 5раппес1 Ьу 1 Һ 15 Ьа515 15 са11ес1 1һе РШЬег! 5расе. 

\Л/е Ьеһпе ап орега^ог Т Ьу 


Ту = у' 

\л/һеге V 15 ап агЬкгагу уес1ог ог йтсЬюп \л/Ысһ 15 сатеЬ тЬо апо^һег 
уейог ог йтсйоп V. Во1һ V апс1 V аге т Ь. Тһе орега^ог 15 са11ес1 Ппеаг 
4 


Т (у 1 Т У 2 ) = ТУ! + Гу 2 
Тсу = сТу 
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\Л/е \л/Ш соп51с1ег оп1у Ппеаг орега1:ог5. 

5тсе апу уес^ог т Ь сап Ье ехрапс1ес1 т 1һе Ьа515 уесЬог5, II 15 оп 1у 
песеззагу 10 51ис1у 1һе еЯес15 1һе орега1ог оп 1һе Ьа515 уес!;ог5. 


Т е. 


У! 


Тһе таЫх Тц 15 5Э1с1 ^огт а герге5еп1а1;10п Т)г 1һе орега1ог Т т 1һе 
Ппеаг уес1ог 5расе Ь. 

II 15 и5иа11у сопуетеп! сһоо5е ап ог1һопогта1 Ьа515, Ьу 1 Һ 15 \л/е 
теап (0,, фф) = 8 г] . Тһ 15 сап а1\л/ау5 Ье Ьопе Ьу 1һе Сгатт-ЗсһггПсй 
ог1:һо§опаП5а1:юп ргосеЬиге. \Л/е ШиБЬгаЬе 1һе те1һос1 Т)г 1һгее уесЬог5. 
Тһе §епегаП5а1:юп Ьо ап агЫиагу питЬег о^уейогБ 15 51га 1§һ1:1 г ог\л/агс^. Ье! 
Фъ 02, Фз Ье 1һгее Ппеаг1у тс1ерепс1еп1: {ипсЬюпБ \л/Ысһ аге по1 песе55агПу 
ог1:һо§опа1 пог погтаПбесП Ье! 0! = ф\/^ (0 Ь 00 апс! сопбЬгис!; 0 2 = 
02 — 01(01)02) мЫсһ 15 ог1:һо§опа1 01. \Л/е погта1|5е 0 2 Ьо §е1 0 2 = 

02 /\! (02) 02) апс1 СОПбИШСИ 03 = 03 - 02(02, Фз) ~ 0001, 03) 'Л/ЫсҺ 
15 ог1һо§опа1 10 Ьо1һ 0! апс! 0 2 апс! \л/Ысһ 15 1һеп погтаПбес! 1о §0е 

0з = 0з/0з, 0з) 1 п ^һ|5 \л/ау \л/е һауе соп51гис1;ес1 ап ог1:һопогта1 5еЬ о! 7 
йтсЬюпб апс! \л/е сап 5ее 1һа1; ^ог а §епега1 са5е \л/е һауе 

гг—1 

0п = Фп - ^0г(0г,0п) 

г=1 


3.2 8утте1гу Тгапй^огтаИопв 

А 5утте1;гу 1гап5к)гта1:юп (Т \л/|1;һ ге5рес! 10 а §|уеп пс 110 п ф(х,у,г) 
15 а геаI Ппеаг соогсПпа1;е иапБ^огтаТПоп 1һа1; рге5еп/е5 1һе 1еп§1һ (геаI 
ипйагу Ьгапб^огтаЬюп) 

0 = От -»• г\ = С г угу, г г = х, у, г 
з 

5исһ 1һа1; 1һе пс 110 п са1си1а1ес1 \л/|1;һ 1һе пе\л/ уапаЫе5 г г Ьу 1һе аЬоуе 
5иЬ51|1:и1;10п 01 7 соогсПпа1;е5 15 1һе 5ате а5 1;һе йтсйоп са1си1а1;ес1 мкһ 1һе 
о1Ь уапаЫев: /(0,0,0) = ф'(х,у,г) = /(х,у,г) -> /(От) = /(г). 1п 



36 СНАРТЕК 3. СНОИР ТНЕОНҮ Ш ОИЛКТИМ МЕСНАШС8 


о1һег \л/огс15, 1һе ^ипсһоп 1оок5 1һе зате т 1һе оИ апс! 1һе пе\л/ соогсИпа!;е 
5уз1;ет. Тһ 15 а1зо 1трПе5 1һа1; 

/(От) = /(г) = /(СГ Д) 

Ьесаизе /(г') = /(г) = /(С -1 г') апс1 г' 15 ] из! а битту уапаЫе. 

А зутте1:гу орега1ог Т(С) а550С1а1;ес1 мЪһ а зуттйгу иапзРзгтаТаоп 
С 15 6еЯпес1 Ьу 

Т(0)/(г) = /(СГД) 

II 15 1трог1ап1:10 по!;е 1һа1; 1һе орега1ог ас15 ироп 1һе соогс1та1:е5 г, апс1 
по1 ироп 1:һе аг§итеп1: /. Тһиз \л/е теап 1һа1; 

Т(С)/(Аг) = ДЖГ Д) ф ПС^Аг) 

\Л/е а1зо һауе С -1 I пз1;еас1 С т оиг бебпШоп. Тһ 15 15 а па1;игаI сһо1се 
Ьесаизе Ь\л/о 5иссез5|уе орега1юп5 Т(С\) апс! Т(С 2 ) оп а ^ипйюп /(г) 
соггезропс! 1о 1һе зате огбег соогсНпа1:е иапз^огта^оп: 

г(с 2 )т(с 1 )/(г) = г(с 2 )/(сг 1 г) = нс^а^т) = п^а^т) 


Тһеогет 1: 

И 7 {С} 15 а 5е1 аII зутте1;гу иапз^огтаТаопз 01 7 а пС1 1 оп, 1һеп 1һе 

а550С1а!;ес1 зутте^гу орега1ог5 {Т(С)} {огт а §гоир. 

РгооР: 

Тһе зе! {(7} еу|с1еп1;1у ^огт а §гоир Ьесаизе Н 7 С 15 а зуттеиу иапз^ог- 
таһоп, 1һеп зо 15 С~ 1 аз сИзсиззес! аЬоуе. А зиссеззюп о! 7 Ь\л/о зутте1;гу 
ТгапзРзгта^юпз 15 йзеН 7 а зутте1;гу иапз^огта^оп апс1 1һе 1с1еп1;|1;у 1гапз- 
^огтаһоп 15 оЬуюиз1у а 5утте1:гу Тгапз^огта^оп. Ргот 1һе сЫтйюп, \л/е 
һауе 

Т((Һ)Т(С 2 )1(Т) = ДсддсдД) 

= ДСДСДД) 

= /([С1С2] Д) 

= Т(С 1 С 2 )/(т) 

Непсе Т(СДТ(Д 2 ) = апс11һе зутте1:гу орега1огз ^огт а §гоир. 
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3.3 1пүагтп1 ВиЬзрасе апс! 118 Сепега- 
1юп 

А зе! оНипсЬюпз ог уес1огз {ф^} 15 за 1с1 10 зрап ап туапап! зиЬзрасе Уз 
ипЬег а §|уеп зе! о! зутте1:гу орега1огз (Т(С)} И 7 Т(С)фг 15 а1зо т Уз 
1ог аII С апс1 г. 

Ап туапап! зиЬзрасе сап Ье §епега!;ес1 1гот ап агЬкгагу йтсйоп / апс1 
а зе! о! зуттеҮу орега1:огз (Т(С)} Ьу арр1ут§ еасһ о! 1һе орега^огз оп 
/. Тһе зе! оНипсТаопз {Т(С)ф} 1огт ап туапап! зиЬзрасе ипс1ег (Т(С)} 
Ьесаизе Т(С')\Г(С)$] = Т(С'С)ф, \л/Ысһ тиз1: Пе т 1һе зиЬзрасе зтсе 
Т(С'С) 15 ]и51; апо1һег тетЬег о! (Т(С)}. \Л/е по!;е 1һа1: 1һе питЬег о! 

ПС110П5 1һа1: 5рап 1һе зиЬзрасе 15 по1 песеззагПу е^иаI 1о 1һе питЬег о! 
С. 5оте о!1һе 1ипс1:юпз тау Ье 1һе 5ате ог сап Ье ехргеззес! эб Ппеаг 
сотЫпаТаопз о! 1һе о1һегз. Тһе 1аг§ез1: питЬег о! ПпеаНу тс1ерепс1еп1: 
1ипс1:юп5 т Уз 15 са11ес1 1һе сПтепзюп о! 1һе зиЬзрасе. 

II тау һарреп 1һа1: \л/е сап сопзҮис!: а 1ипс1:юп /' т У 3 5исһ 1һа1:1һе 
туапап! зиЬзрасе {Т(С)ф'} Һэб а зтаПег сПтепзюп 1һап 1һа1; о! Уз. 1п 
1Ыз сазе 1һе зиЬзрасе У 3 15 за 1с1 10 Ье геЬиаЫе. У\/һеп 5исһ а пс! 10 п 
саппо! Ье 1оипс1 1һап Уз 15 за 1с1 Ье 1ггес1ис|Ые. 


3.4 Ва818 Гипс1юп8 1ог а Керге8еп1а1юп 

1_е1: {фг} Ье а зе! о! ог1һопогта1 пс 110 пз 1һа1: зрап ап туапап! зиЬзрасе 
Уз. Тһеп Т(С)фг(г) = фг{С~ 1 г) 15 т Уз Ьу с!ейпН:юп апс1 II сап 1һеге1оге 
Ье ехрапЬес! аз а Ппеаг сотЫпаЬюп о! {0*}: 

Т{С)ф, = ^ф^ г {С) (3.1) 

И 7 1һе Ьаз 15 пс! 10 пз аге ог1;һопогта1, 1һеп Т(С) 15 ипкагу Ьесаизе 

(Т(С)ф„Т(С)ф,) = = Е& г н(С),2> г «( с )) 

= Е г н(с)г ц (с)(^,*) 

= Е4т,(й) 

к 
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Тһеогет 2: 

Тһе таЫсез {Т((Т)} һ)гт а герге5еп1:а1:юп һ)г {Т((Т)} 
Ргооһ 


Т(С 1 )Т(С 2 )фг 

Т{С\С2)Фг 


У" ФкТкг(С^1С2) 


^Т(0,)ед,(0 2 ) 

3 


Ү^фьТ^СфТ^Сг) 

Зк 


Ү^фкТ^СфТ^Сз) 


Тһи5 ТфОфТ^СФ) = Т(С 1 С 2 )- Тһе Һтс1:юп5 {фф аге за 1с1 1о һ)гт а Ьа- 
515 һэг а герге5еп1;а1;10п, \л/Ысһ тау Ье геЬиаЫе. Еу1с1еп1;1у, Т 1һе 5иЬ5расе 
15 1ггес1ис|Ые ипс1ег {Т(С)} : 1һеп 1һе герге5еп1а1;10п 15 а150 1ггес1ис|Ые. 
Тһ 15 51 тр1у "Го11о\л/5 һот 1һе ^ас! 1һа1: опе а1\л/ау5 §епега1е5 1һе епһге 5иЬ- 
5расе 51аг1:т§ һот апу пс1: 1 оп т 1һе 5иЬ5расе. һ 1һе герге5еп1:а1:юп 
\л/еге геЬиаЫе, 1һеп II \л/ои1с1 Ье ро55|Ые 10 51аг1; һот а һтсһоп 1һа1 с1ое5 
по1 §епега1е 1һе епһге 5иЬ5расе, т \л/Ысһ са5е 1һе 5иЬ5расе 15 геЬиаЫе. 
\Л/е по\л/ 5ее 1һе ге1еуапсе таЫх герге5еп1:а1:юп 1һеогу 51исНес1 т 1һе 
ргеу|ои5 сһар!ег. Бтсе 1һе 1һеогет5 \л/еге с1еуе1ореЬ һ)г агЬһгагу та1:псе5, 
1һеу аге а150 аррһсаЫе һеге. 


Тһеогет 3: 

А сһап§е Ьа515 уес1ог5 ф 3 = Ү, г фгЗ^ согге5ропс15 1о а 51 тПаг 11 :у 1гаП5- 
^огтаһоп оЕ 1һе оп§та1 герге5еп1а1;10п, \л/Ысһ 15 ап ершуа1еп1: герге5еп1;а- 
һоп. 8 15 а55итес1 10 Ье ит1:агу 50 1һа1 (ф г , фф) = 5 г] . 


Т{С)Фг 

пс) е 


Е <һ т а(0) 

3 

ЕЕй8, у 'Т # (С) 

3 к 


Ргооһ 



3.5. РВО.тСТКЖ 0РЕКАТ0К8 


39 


Микф1ут§ ЬсЛһ 51с1е5 Ьу 8 ип апс! 5иттт§ оуег г у1е1с15 

Т(с)ф т = Ү^ФкТ' кт {с) 

к 

\л/һеге Т' кт {С) = Ү /]г 5'ф 1 Т ]г ( С)8 гт ( С) ог Т' = З^ТЗ \л/һ|сһ 15 а 51гт- 
1агку 1гап5к)пта1:юп. к 15 с1еаг 1һа1; 1һе геуег5е 15 ако 1гие, 1 .е. а 51гт1агку 
1:гап5к)ппа1:юп 1һе герге5еп1а1:юп \л/кһ а ипкагу таЫх 8 согге5ропс15 
10 а ипкагу 1:гап5к)ппа1:юп 1һе Ьа515 уес1;ог5. 


3.5 Рго]ес1юп Орега^огз 

к 15 ро55|Ые 10 соп51гис1: а ргс^ескюп орега^ог Р' 3 5исһ 1һа1; §|уеп ап агЫ- 
1гагу ПС 110 П ф, Р^ф 15 а сотропеп!; ф т 1һе кгес1ис|Ые 5иЬ5расе /3, 
|.е. Р^ф иаг^огтб ассогсИп§ 1о 1һе кгес1ис|Ые герге5еп1а1:юп (3. Тһ 15 к а 
уегу и5ей|| 1оо1. 1п 1һе 1Ы1о\л/т§, \л/е соп51гис1: 1һе5е рго]ес1:юп орега1ог5. 

5ирро5е {'0"} зрап ап кгес)иаЫе 5иЬ5расе 1гап5к)гтт§ ассогс1т§ 
1;һе 1ггес1ис|Ые герге5еп1а1:10п а 01 7 (Г(С)}. Тһа1 15 

ПвЖ = Ү,Ф°Ц(в) 

3 

Микф1ут§ Ьу Тң(С) апс1 5иттт§ оуег С у1е1с15 

Ү2т^(с)т(сж = ЕЕ -Ф°Що)т1:(в) 

с с 3 

1151п§ 1һе Ог1:һо§опа1ку Тһеогет оп 1һе п§һ1: 51с1е, \л/е §е! 

Е т$(в)т(в)ф? = Е Ф^һ/ҺҖА,^ 

с 3 

= (һ/1р)5ц8 а рф к 

\Л/е ЬеЯпе 

Ла = (<вЛ)Е^(0)Г(0) 

С 

рЦ,Ф? = ҺКЛ -* РЖ = « 


50 1һа1: 


( 3 . 2 ) 
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51аг1:т§ Ыот а §|уеп ИтсЬюп 1һа1 Ье1оп§з 1о 1һе ?'1һ го\л/ а §|уеп 
1ггес1ис|Ые гергезеп 1 :а 1 ; 10 п а, 1һе ргхуесЪюп орега!ог сап Ье изес! 10 §епег- 
а!е 1һе о1һег ”раг!;пег ^ипсЬюпз” соггезропс1т§ 10 1һе о1һег го\л/з. Тһезе 
һшсЪюпз 1чэгт а Ьа515 1Ъг 1һе 1ггес1иаЫе гергезеп1:а1:юп а. 

Могеоуег, \л/е сап а150 Ьеһпе 

Р 0 = цң 

г 

= (МҺ)Ех 0 "(о)т(с) 

С 

50 1һа1: 

Р Р Ф? = ЬраФ: (3.3) 

Тһе ргхуейюп орега1огз а11о\л/ из 10 Ьесотрозе 1һе зрасе, т \л/һ 1 сһ 1һе 
зутте1гу орега1огз аге ЬеЯпес1, т1о 1ггес1ис|Ые зиЬзрасез. Апу йтсйоп 
ф сап ^һеге^оге Ье \л/п11еп аз 1Ы1о\л/5 

ф = Т,1 >? (з- 4 ) 

а г 

\л/һеге ф° Ье1оп§з 1о 1һе йһ го\л/ 1һе Iггес!ис 1 Ые гергезеп1а!:юп а. \Л/е 
по!е а1зо 1һа1 Т 0“ апс1 Ье1оп§ 1о 1һе г!һ го\л/ о! 7 1һе 1ггес1иаЫе герге- 
зепЬаЬюп а, зо Ьоез апу Ппеаг сотЫпаЬюп а0“ + Ъф 

Зиррозе 1һа1 а §Ыеп гергезеп1а1:юп Т 13 геЬиаЫе. Тһеп 1һеге 13 а ипь 
1агу та 1 г 1 х 5 зисһ 1һа1; Т' = 5 ,_1 Г5' = Ү, а (Вт а Т а һаз 1һе Ыоск 1Ъгт 
апЬ еасһ Ыоск саппо! Ье гес1исес1 апу Ы|г1һег. а 1аЬе1з 1һе 1ггес1ис|Ые гер- 
гезеп1а1:юп апЬ т а 1е11з из һо\л/ тапу Татез 1һе 1ггес1ис|Ые гергезеп 1 а 1 ; 10 п 
а арреагз т 1һе гес1ис1юп. \Л/е по!е 1һа1; \л/һеп т а > 1 1һе 1ггес1ис|Ые 
гергезеп1а1;10П5 Т“ аге аззитес! 1о Ье 1һе зате. ТЫз сап а1\л/ауз Ье Ьопе 
Ьу теапз о^ 51гш1ап1у иапз^огтаТаопз т еасһ зиЬзрасе \л/Ысһ Ттапз^огтз 
ассогсһп§ 1о 1һе зате 1ггес1ис|Ые гергезеп1а1:юп а. Тһе пе\л/ Ьаз15 уес1огз 
ассогсһп§ 1о Тһеогет 3 аге §|уеп Ьу ф^ = 00; ф г 8 гз апс1 1һеу тау Ье 1а- 
Ье11ес1 ассогсһп§ 1о 1һе 1ггес1ис|Ые зиЬзрасез 1о \л/Ысһ 1һеу Ье1оп§. Апу 
уес1ог т 109 сап 1һегеТ)ге Ье ехрапЬес! аз ^о11о\л/з: 

V = 

а^,г 

= 

а,г 


(3.5) 
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\л/һеге I 1аЬе1з 1һе сШТегеШ: роз5|Ые зиЬзрасез 1гап51огтт§ ассогс1т§ 1о 
1һе зате 1ггес1ис|Ые гергезеп1:а1:юп а, \л/һ 1 сһ 15 песеззагу \л/һеп т а > 1, 
апс1 г 1аЬе1з 1һе Ьаз15 йтсйопз т 1һе зиЬзрасе а,Ь. \А/е һауе а1зо ЬеРтес! 
V? = . Но\л/еуег, Т(С)у “ 15 по! песеззагПу ериа11о ^у?Т^{С) 

ип1е55 1һеге 15 оп1у опе I. 


3.6 Ог1һо§опаН1у оГ Ва 818 ГипсИопа 

Тһеогет 4: 

Т\л/о уес1:ог5 Ье1оп§т§ 1о 1\л/о Iпери|уа 1еп1: 1ггес1ис|Ые герге5еп1а1:юп5 тиз! 
Ье ог1һо§опа1. II 1һеу 1гап51огт ассогс1т§ 1о 1һе зате 1ггес1ис|Ые герге- 
зепЬаЬюп, 1һеу аге 51П1 ог1һо§опа1 И 7 1һеу Ье1оп§ 1о сЫГегеп! го\л/з. 


РгооГ: 

Ье! ф? апс1 ф? Ье1оп§ 1о 1һе Iггес1 ис 1 Ые гергезеп1:а1:юп5 Т а апс! Т' 3 гезрес- 
1|уе1у. Тһеп 

Т{С)Ф? = Х>К“(С) 

к 

Т(С)^ =^т§(в) 

I 

КесаПт§ 1һа1 Т 15 ог тау а1\л/ауз Ье сһозеп 1о Ье ит!агу, \л/е һауе 



(Т(в)ф°, Т(в)ф 


(1/л)ЕЕЧГ(С№?(с)(с,^) 

с Ы 


0-/1а)8 а р8ц'52(Фк,Фк) 

к 


3.7 Ехатр1е8 

Аз ап ехатр1е, \л/е сопз1с1ег 1һе §гоир Д 3 \л/Ысһ 15 1һе §гоир о! регти- 
1а1юп5 о! 1һгее оЬ]ес1з. Тһе е1етеп1:5 аге е = ит! е1етеп1, С 1 ,С 2 = 
ап1ас1оск\лл5е гоЬаЬюпз аЬои! 1һе 2 — ах15 Ьу 2тт/3 апс1 47г/3 гезрес1Де1у, 
апс! (1 1 , (1 ‘ 2 , (Һ = го4а110П5 Ьу 7г аЬои! ахез 1еЬе11ес1 1,2,3 т р|§иге 3.1. 
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Тһе с1аззез аге С е = е, С с = (с 1 ,с 2 ), апс1 С л = (б? ь с1 2 , б? 3 ). Ме сһоозе 
а зе!; Ьаз1з уес1огз ог пС1 1 оп5 т огс1ег 10 ^огт а гергезеп1:а1:юп ^ог 1һе 
§гоир е1етеп1:з. Тһе сһо1се 15 агЬкгагу. 

1. Тһе һгзЬ оЬуюиз сһо1се 15 1һе 1Һгее Саг 1 :ез 1 ап ипII уес^огз е х ,е у ,е г 
аз зһо\л/п т 1һе һ§иге. Ье! из зее һо\л/ 1һеу Тгапз^огт ипс1ег 1һе 
§гоир орега1:юпз. 



^X 

е у 

@2 

Пе) 

^X 

е у 

е г 

П с) 

— 1 е +^з е 

~^2~ е х — 2 е У 

е г 

П с 2 ) 

_1 е - 

2 ^ х 2 У 

^ү е х — 2 е У 

е г 

гю 


е у 

— е г 

тщ 

у^0 

2 х ' 2 С У 

Лр _ 1 р 

2 2 У 

— е г 

Т{й 3 ) 

17! _ \/1р 

2 х 2 У 

_Аз _ 1р 

2 х 2 У 

— е г 


\Л/е зее 1һа1; арр1ут§ 1һе §гоир орега1:юпз оп е х ог е у §епега1е 
ап туапапЬ зиЬзрасе (е ж ,е у ) \л/һегеаз е 2 ■Гогтз ап туапапЬ зиЬ- 
зрасе Ьу |1;5еИ г . Тһе зе! Саг 1 ез 1 ап ипII уес±огз (е ж , е у , е~) с1о Т)гт 
а Ьаз15 Тэг 1һе гергезеп1:а1:юп 1һе §гоир. Тһе таЫсез сап Ье 
са1си1а1:ес1 Ьу изт§ 1һе с1еһт1:юп Тц{0) = 0 Фг,Т(С)ф,у. 


Т(е) = 


Т(с 2 ) = 


ТЩ = 


0 

°\ 

(А 

7з 

2 

°\ 

1 

° 

ты = & 

1 

2 

0 

0 

1/ 

V о 

0 

1 



Т((һ) = 


Т(<һ) = - 



Тһе сһагас1:егз аге х(С е ) = 3, х(С с ) = 0, апс! х(СУ = —1. Аз сап 
Ье зееп, Ьһе 3x3 гергезеп 1 а!: 10 п 13 геЬиаЫе тЬо а 2 х 2 апс! а 1 х 1 
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гергезеп1а1:юпз. Тһе 1x1 гергезеп1:а1:юп 15 оЬуюиз1у 1ггес1иаЫе, Ьи1 
II тау Ье розз1Ые 1о 1иг1һег гес1исе 1һе 2x2 герге5еп1а11оп. \Л/е 
гесаII 1һа1 1һе сһагас!ег о! а §|уеп герге5еп1а110п сап Ье мпИеп аз 
X = Ү2а т аХ а апс 1 Ьу изт§ 1һе Игз! ог1һопогтаП1у ге1а1юп Ье1\л/ееп 
сһагас1егз 1һе сое1Рюеп1з т а сап Ье са1си1а!ес1 аз Ро11о\л/з: 

т а = \үҖ х «*{С к ЫС к ) 

п к 

Рог сопуетепсе, \л/е гергос1исе 1һе сһагас!ег 1аЫе о! 1һе §гоир Л 3 . 



С е 

2С с 

3 С л 

Т 1 

1 

1 

1 

т 2 

1 

1 

-1 

т 3 

2 

-1 

0 


Тһиз 

ТП\ = *[1-1-3 + 2-1-0 + 3-1-(-1)1 = 0 
6 

т 2 = Һг -1 -3 + 2-1 -0 + 3 • (-1) • (-1) = 1 
о 

ш 3 = *[1 -2-3 + 2- (-1) -0 + 3-0- (-1) = 1 
о 

Непсе 1һе гергезеп1а11оп Ьгеакз ир т!о Т = Т 2 фТ 3 апс1 1һеге1оге 
(е х ,е у ) Ьо 1огт ап Iггес!ис1 Ые зиЬзрасе 1ог 1һе гергезеп1а11оп Т 3 . 
\Л/е сои1с1 һауе агпуес! а! 1Ыз сопс1изюп з1тр1у Ьу са1си1а1т§ 1һе 
сһагас!егз оРЧҺе 2x2 гергезеп1а11оп \л/Ысһ аге х(С е ) = 2, х(С с ) = 
— 1, апс1 х(Са) = 0 апс! \л/Ысһ а§гее \лл1:һ 1һе сһагас!егз о! 1һе Т 3 
гергезеп 1 а 110 п. 

2. Аз а зесопс! ехатр1е, \л/е сопэЮег 1һе зате §гоир Ьи1 \л/е сһоозе а 
Ьаз15 \л/Ысһ сопз1з 1;5 о! 1ипс110пз га!һег 1һап 1һе Саг1ез1ап уес!огз. 
\А/е сап 1аке ап агЬкгагу 1ипс1юп, зау х 2 , апс! §епега!е ап туапап! 
зиЬзрасе 1гот й. \А/е сопзЬгис! ап ог!һопогта1 Ьаз1з 1һа1 зрапз 1Ыз 
зиЬзрасе апс! \л/е 1огт 1һе гергезеп 1 а 1 ; 10 п 1ог 1һе §гоир. \А/е 1һеп изе 
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1 һе рго]ес110п орега^ог те 1 :һоЬ Ь§иге ои! \л/Ысһ {ипсЬюпз Ье 1 оп§ 
10 а §|уеп Iггес 1 ис1 Ые зиЬзрасе. 

\Л/Һа1 \л/е пеес! кпо\л/ 15 һо\л/ х ^гапз^огтз ипс1ег 1һе §гоир ор- 
ега!10П5. \Л/е һауе <МтеЬ Т(С)/( г) = /(С -1 г), Пе. Т(С)х = 
Т(С)(е х ■ г) = (е х ■ С~ 1 г) = (Се х • г). Тһиз х,у апс1 г иапз^огт 
Ике 1:һе Саг1е51ап уес1:огз е х , е у , апс! е г апс1 \л/е һауе 


Т(е)х 2 = 

х 2 





Т( С1 )х 2 = 

к 2 


_ 1 2 
4 Х 

3 2 

+ 4 У 

V з 

■ -ү ху 

Т{с 2 )х 2 = 

, 1 
( “2 Ж 

-Ау ? 

1 2 
= 4* 

3 2 

+ Ү 

ч/З 

+ -үху 

Т((һ)х 2 = 

(-х ) 2 

= х 2 




ТЩх 2 = 

А 

( 2 Ж + 

л/з . 2 
-үу) = 

1 2 
4 Х + 

3 , 
4 У + 

7з 

-ү ху 

ТЩх 2 = 

(Г” 

ч/З \ 2 
—у) = 

1 2 

-X + 

3 2 
4 У ~ 

л/3 

~2~ Ху 


Тһезе 51х ПС110П5 ^огт ап туапап! зиЬзрасе ^ог Ьи1 а11 1һет 

сап Ье \л/пИеп аз Ппеаг сотЫпаЬюпз оп 1у 1һгее сП51тс1: йтсЬюпз 
XI = х 2 , Х 2 = У 2 , апс1 Хз — ху. Еу1с1еп1:1у попе 1һезе 1һгее 
йтсЬюпз сап Ье мгйЬеп аз а Ппеаг сотЫпаЬюп 1һе о1һег 1\л/о зо 
1һа1; 1һеу аге ПпеаНу тс1ерепс1еп1: апс! Еэгт а Ьаз1з Езг 1һе Iпуаг1ап1 
зиЬзрасе, а11;һои§һ 1һеу аге пейһег ог1:һо§опа1 пог погтаПзес!. 

\Л/е по\л/ изе 1һе Сгатт-Зсһггпсй ог 1 һо§опаПза 1 ; 10 п ргосеЬиге 10 соп- 
зЬгисЬ а зеЬ ог1һопогта1 Ьаз1з пеес1ес1сопзЬгис!; а ипкагу герге- 
зепЬаЬюп Езг 1;һе §гоир. \А/е сап зЬагЬ \л/|1;һ апу 1һе 1һгее йтсЬюпз 
ог апу Ппеаг сотЫпайоп 1һет. Ье1 из зЬаһ: \л/|1:һ х± = х 2 \л/Ысһ 
\л/е погтаПзе IП51с1е а ит! зрһеге зо 1һа1; 

р 1 р 7г р 2п 

ИГ(Х1, Х\) = / Лг г 2 / <20ат Ө Лф х1х1 = 1 

^0 20 ^0 

\л/Ысһ §|уез А = ү/35/47г. Тһе погтаПзеЬ Еипс 110 п 15 1һеп 

01 = Ах 2 
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Тһе зесопс! йтсЪюп 15 соп51гис1:ес1 Ьу и5т§ 0 2 
\л/һ 1сһ у1еЫ5 а^ег погта1|5а1:юп 


= А 


2^2 


(3 У 


2 2 \ 
X ) 


Х2 - 01(01, Х2) 


Тһе йтсйоп ху 15 а1геас1у ог1һо§опа1 10 Ьо1һ х 2 апс1 у 2 с1ие 10 
ап1у5утте1:гу 50 1һа1; 1һе 1Ыгс1 ог1;һопогта1|5ес1 йтсЪюп 15 


0з = Ау/Зху 


То соп51;гис1; 1һе герге5еп1:а1:юп та1:псе5, \л/е пеес1кпо\л/ һо\л/ 1һе5е 
Ьа 51 5 йтс1:юп5 ^гапб^огт т1о опе апо1һег ипс!ег 1;һе §гоир орега- 
1; I оп 5. 



01 

02 

03 

Т(е) 

01 

02 

03 

Т(с о 

|0! + 7302 - 303 

73 (01 + 03) 

30! ~ 73^2 - 303 

Г(с 2 ) 

|0! + 7102 + 303 

со 

-е- 

1 

“З^ 1 + 73^2 - 303 

ТЗД 

01 

02 

—фз 

Т(4) 

|0! + 7302 + 303 

со 

■е- 

1 

җ 

\Ф± - 7302 + 303 

ТШ 

301 + 7302 - 303 

73 (01 + 03) 

“301 + 7302 + 303 


Тһе таЫх герге5еп1а1:юп5 сап Ье еа5Пу оЬ1:аIпес! апс1 1һе5е аге 


Т(е) = 


ТЫ = 73 


ТШ = ^ 



Т(с) = 


2 

1 

73 

_ 1 

2 


2 

1 

'72 

1 

2 


/ 1 
1 

72 

_ 1 

2 


1 

72 

0 

1 

72 


1 \ 
1 

'72 

_ 1 

2 


\ 

/1 

0 

0 \ 

Т{ (һ) = 

0 

1 

о 

) 

\о 

0 —1 / 


\ 

( 5 

1 

73 


Т(й 3 ) = 

) 

1 

73 

1-1 

0 

1 

73 

1 

73 

3 ) 
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I)п1 1 ке 1һе ргеуюиз ехатр1е, 1һезе таЫсез аге поЬ т Ыоск к)гт Ьи1 
\л/е кпо\л/ 1һа1; 1һеу аге гебиаЫе Ьесаизе 1:һеге 15 по 1һгее сНтепзюпа1 
гергезеп 1 ;а 1 : 10 п Т> 3 . 1_е1: из һ§иге ои1 \л/һ|сһ 1ггес1ис|Ые гергезеп1:а1:юп5 
аге соп1:ате6 т 1һезе таЫсез Ьу изт§ 1һе зате к)гти1а аз т 1һе рге- 
уюиз ехатр1е. Тһе гебиаЫе сһагас1:егз аге х(С е ) = 3, %((7 С ) = 0, апс1 

Х{С Л ) = 1.Ш §е1 

тп \ = ^[ 1 - 1 - 34 - 2 - 1-0 + 3 - 1-11 = 1 
6 

ш 2 = *[1 -1 -3 + 2-1 -0 + 3- (-1) • 1] =0 
6 

ш 3 = ^[1 - 2 - 3 + 2 - (—1) - 0 + 3 - 0 -1] = 1 
6 

Непсе 1һе гергезеп1:а1:юп Ьгеакз ир тЬо Т = Т 1 0Т 3 . 

5тсе 1һе гергезеп1:а1:юп сопЫпз ап 1с1еп1;|1у гергезеп1:а1:юп, II тиз1: Ье 
розз|Ые 1о сопз1гис1: а Ппеаг сотЫпаЬюп 01 7 ф 3 , ф 2 , апс! ф 3 зисһ 1һа1; 4 
15 туапапЬ ипбег 1һе §гоир орегаТаопз. \Л/е с1о Шз т а зуз1;ета1;1С \л/ау 
изт§ 1һе рго]ес1:юп орега!;ог теЬһос!. Тһе рп^ес+оп орега^ог 15 §|уеп Ьу 

Р а = ^Ү / х а *(С)т(С) 
п с 

\л/Ысһ \л/һеп аррПеб 10 ап агЬкгагу пС1 1 оп §|уез 1һе сотропеп! 1һе 
һтсйоп т 1һе 1ггес1ис|Ые зиЬзрасе а. Ье1 из арр1у Р 1 10 ф\, ф 2 , апс! 0 3 : 

Р Х Ф\ = ^ 01 + (^01 + ^|02 - ^0з) + (^01 + ^|02 + ^0 3 ) 

+01 + (^01 + ^|02 + ^03) + (^01 + ^|02 “ ^0 3 ) 

= ^(\ / 201 + 0 2 ) 

Р 1 Ф2 = ^ 02+(^(01 + 0з)) + (^(01-0з)) 

+02 + (^(01 - 0з)) + (^(01 + 0з)) 
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1 

3 


(л/201 + 02) 


Р ] фз = о 


Тһе Ппеаг сотЫпайоп {\/2ф г + 0 2 )/\/3 ^гапз^огтз ассогсИп§ 10 1һе 1с1еп- 
Ъку гергезеп 1 ;а 1 ; 10 п. Тһе сотропеп! 0^0! т 1һе 1Ыгс1 1ггес1иаЫе зиЬзрасе 
15 §Ыеп Ьу 


Р л 


201 — (^01 + 


'2^ ' уТ 

V 202) 

Тһиз \л/е тау сһоозе а пе\л/ Ьа515 


= 3 № 


\<һ) - ф 


+ + \фг) 


01 

02 

03 


— у=у/2ф]_ + 02) 

-^(01 - Л 020 2 ) 

03 


\л/Ысһ Ьг 1 п§5 1һе герге5еп1;а1;10п I п1о Ыоск ^огт \л/|1:һ 01 1гап51 г огт1п§ ас- 
согсИп§ 1о 1һе 1с1еп1;|1;у гергезеп1;а1:10п Т 1 апс1 (02,0з) Ыап51чэгтт§ ассогс!- 
т§ 1о 1һе 1ггес1ис|Ые гергезеп 1 ;а 1 ; 10 п Т 3 . Тһе пе\л/ Ьа515 тау Ье мпҢеп аз 
= Х0 ф 3 8 3 , \л/һеге 8 15 1һе ипкагу таЫх 1һа1; геЬисез 1һе герге5еп1:а- 
110 П тЬо Ыоск ^огт \л/Ысһ 15 §Ыеп Ьу 


5 = 




(0 

0 

1/ 


3.8 Ке1а1юп8Ыр 1о С^иап1ит Месһашсз 

А Ьа51С ргоЫет т риап1:ит тесһатсз 15 һпсһп§ 1һе е1§епуес1:ог5 апс1 
е1§епуа1ие5 о! 7 а НатПЬотап Н. А §епега1 ргосес1иге 15 10 са1си1а1:е 1һе 
НатПЬотап таЫх т ап агЫиагу Ьа515 апс1 сһа^опаПзе һ:, Ьи1 т тоз! 
сазез, 1Һ15 ргосес1иге 15 1оо сН^Нси!! 1о саггу ои1. Iпз1;еас1 опе Ыез 1о Һпс1 
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а Ьа515 т \л/һ|сһ 1һе оһ сИа§опа1 е1етеп1:5 Н аге зта11 ог гего бо 1һа1: 
1һеу сап Ье пе§1ес1ес] ог 1геа1ес1 рег1:игЬа11Уе1у. II 15 һеге 1һа1 1һе 51ис1у 
01 7 1һе 5утте1:гу 1һе Нагшһошап 15 §геа! уа1ие Ьесаи5е §гоир 1һеогу 
сап 1е11 и5 \л/һ 1сһ таЫх е1етеп15 аге гего апс! һо\л/ 1һе таЫх е1етеп1:5 
аге ге1а!:ес1 1о опе апо1һег. Тһе ге5и 115 аге ехас! апс1 с1ерепс1 оп 1у оп 1һе 
5утте1:гу о^ 1һе 5у51ет5 апс! по1 оп 1һе раг! 1 си 1аг һ)гт о^ Iп1егаС110П5 ог 
ро1еп1;1а 15. 


3.8.1 Тһе Сгоир о! 1һе 8сһгосИп§ег Е^иа1^оп 

И 7 {( 7 } 15 а 5е! о! 7 а11 5утте1:гу һапб^огтаһопБ о! 7 а НагтҺотап, Н , 1һеп 
ассогс1т§ 10 Тһеогет 1 1һе а55оаа!ес1 5утте1гу орега1ог5 {Т((Т)} һэгт 
а §гоир \л/һ|сһ 15 са11ес1 1һе §гоир о! 1һе 5сһгос1т§ег ериаһоп ог т 5һог1 
1һе 5сһгос1т§ег §гоир. 

Тһеогет 5: 

Еасһ е1етеп1 о! 7 1һе 5сһгосИп§ег §гоир сотти1:е5 \л/|1һ 1һе Нагтһотап. 
Могеоуег, И 7 ф{г) 15 ап е1§епуес1ог о! 7 Н , 1һеп Т(С)ф( г) = ф(С~ 1 г) 15 
а150 ап е1§епуес1ог о^ 7 Н \л/|1;һ 1һе 5ате е1§епуа1ие. 


Ргооһ 

Ву сЫтһюп 

Т(С)Н(у) = Н(С~ 1 г) = Я(г) 

Ье! и5 туе5һ§а1:е 1һе соп5ериепсе5 о! 7 1һ 15 5утте1гу Ьу соп51с1епп§ 1һе 
еһес! 01 7 Т(С) оп Нф( г) адһеге ф 15 ап агЫ1гагу һтсһоп . 


Т(С)Н{г)ф{г) 


Т(С)Н(т) - Н(т)Т(С) ф( г) 


Н{С~ 1 г)ф{С~ 1 ү) 

Н(г)Т(С)ф(г) 

0 


Бтсе ф(г) 15 агЬһгагу, [Т,Й] = 0. Тһе 5есопс1 раг! оНһе 1һеогет 1о11о\л/5 
сһгес!;1у һот 1һ 15 ге5иII: 


Н(г)Т(С)ф(г) = Т{С)Н{т)ф(т) = еТ(С)ф( г) 
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3.8.2 Ое^епегасу апс! 1пүаг1ап1 8иЬзрасе 

Тһе 1гпрПса1:юп Тһеогет 5 15 1һа1: а с1е§епега!;е 5еЬ е1§епйтс1:юп5 
Н ^огт ап туапап! зиЬзрасе ипЬег 1һе 5утте1ту орега1:юп5 1һе 
5сһгос1т§ег §гоир апс! 1һеге^оге ^огт а Ьа515 ^ог а гергезеп1;а1:10п с4 1һе 
§гоир. 1_е1: {фг] Ье а зе! с1е§епега1;е е1§епйтс1:юп5 \лл1:һ епег§у е. 5тсе 
Т(С)^г(г) = 'фг(С~ 1 г) 15 а150 ап е 1§еп1 : ипс!Iоп \л/|1:һ 1һе 5ате епег§у е, 4 
ггш 51 : Ье ро55|Ые 1о ехрапс! Т(Сг)г/^(г) а5 а Ппеаг сотЬта1:юп {фг}’. 

г(со^ = Е№(со 

з 

Тһе та1:псе5 {Т((Т)} ^огт а герге5еп1а1;10п ^ог 1һе 5сһгосИп§ег §гоир. 

Тһе герге5еп1а1;10п 15 погтаПу 1ггес1ис|Ые Ьи1 И 7 II 15 геЬиаЫе, 1һеп 
1һеге аге 1\л/о ро55|ЬШ1;1е5: 

1. Тһеге 15 ап асас1еп1:а1 с1е§епегасу 50 1һа1; 1һе 5иЬ5расе сап Ье Ьгокеп 
ир тЬо Ь\л/о ог тоге 1ггес1ис|Ые 5иЬ5расе5. А уес1ог т опе 1ггес1ис|Ые 
5иЬ5расе еу|с1еп1:1у саппо! Ье Ьгои§һ1: Iп1о апо1һег 1ггес1иаЫе 5иЬ- 
5расе Ьу 1һе 5утте1гу орега1:ог5. 

2. Тһе §гоир 15 а 5иЬ§гоир о^ 7 а 1аг§ег §гоир. 

1п ргас11се, асас1еп1:а1 Ье§епегаае5 ту Ье 1Н1еЬ ир Ьу уагут§ рагате!;ег5 
т 1һе Нагткотап мйһоиЬ сһап§т§ 1һе 5утте1:гу о! 7 к. И 7 1һе 5иЬ5расе 
15 1ггес1ис|Ые, 1һе Ье§епегасу 15 1егтеЬ "погтаГ. 

А55ит1п§ 1һа1; 1һеге 15 по асас)еп1:а1 с1е§епегасу, еасһ Ье§епега1;е 5еЬ 
о^ 7 е1§еп1 7 ипс110П5 01 7 Н Т)гт а Ьа515 Тэг ап 1ггес1ис|Ые герге5еп1а1;10п о! 7 
Ьһе 5сһгосИп§ег §гоир. \А/е тау 1аЬе1 еасһ е^епйтсЬюп Ьу 1һе го\л/ апс1 
1һе 1ггес1ис|Ые герге5еп1:а1:юп \л/Ысһ й Ье1оп§5. 1п 1Һ15 5еп5е, 1һе го\л/ 
тс1ех апс1 1һе 1ггес1иаЫе герге5еп1а1;10п ргоу|Ье ”риап1:ит питЬег5”. Тһе 
Ье§епегасу 15 51 тр1у §|уеп Ьу 1һе сһтеп5юпаП1:у о^ 7 1һе Iггес!ис1 Ые герге- 
5еп1а1:юп. Тһи5 Ьу кпо\л/т§ 1һе 5утте1гу о! 7 1һе НатНЪошап, \л/е сап 1е11 
1һе с1е§гее5 о! 7 с1е§епегасу ро55|Ые т апу ргоЫет. II ^о11о\л/5 1һа1; 1һе5е с1е- 
§епегас1е5 сап оп 1у Ье Ьгокеп Ьу а рег1игЬа110п И 7 4 Һа5 а 1о\л/ег 5утте1:гу 
1һап 1һе ипрег1игЬес1 НагтКотап. Могеоуег, Ьу кпо\л/т§ 1һе 5утте1:гу 
01 7 1һе рег1игЬа110п, \л/е сап а150 1е11 һо\л/ 1;һе Ье§епегаае5 аге 5рһ1;. 
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3.8.3 РагИа1 Рт^опаНзаПоп оГ Н 

Тһеогет 6: 

Тһе таЫх е1етеп1: (0“, Н'ф ^) 15 2 его ип1е55 а — (3 апс1 г — у. 

РгооЕ: 

№,Щ) = ( т(С)ф°,т(С)й^>) 

= ( Т(С)ф?,НТ(С )ф?) 

= Ү т“‘ ы (в)т^(в)(Ф1, нф?) 

Ы 

п с ы 

= -Г^ҺАз^а^ФкуНф^) 

1, <х Ы 

к 

Тһ 15 гезик 15 уегу изейЛ Ьесаизе Ьу сһоозт§ Ьа515 ^ипсһопз \л/|1;һ 1һе 
арргорпаЬе зуттеЬгу, 1һе Нагткотап 15 раг 11 а Му сНа^опаНзес! мкһ уегу 
Пик еЯог!:. А1зо, (ф?,Нф?) 15 тс1ерепс1еп1: оН. Тһ 15 15 а зреаа! сазе о! 7 
1һе зо са11ес1 \Л/|§пег-Ескаг1: 1һеогет сһзсиззеЬ 1а1ег. 

3.9 1ггес1ис1Ые 8е1з оГ Орега1ог8 

\Л/е һауе з1исНеЬ 1;һе сопсер! о! 7 1ггес1ис|Ые зиЬзрасе Т)гтес1 Ьу а зеЬ о! 7 
йтсһопз \л/Ысһ Ьгапз^огт атоп§ 1һетзе1уез ипс1ег 1һе §гоир орега!:юпз. 
А 51тПаг сопсер! тау Ье ех1епс1ес1 10 орега1огз апс1 \л/е ЬеЯпе ап 1ггес1ис|Ые 
зеЬ о! 7 орега1огз 0“ Ьу Ьһе с1озиге ргорег1;у 

0“' = т(с)д?т~\с) = х: д*т?(с) (з.б) 

3 

Тһиз 1һе 1ггес1ис|Ые зеЬ о^ орега1ог5 0“ Ттапз^огт атоп§ 1һетзе1уез ипбег 
1һе 1ггес1ис|Ые гергезеп!:а 1 ; 10 п Т а . Тһе питЬег о! 7 орега1огз т зисһ а зе! 
15 еяиа! 1о 1һе сһтепзюп 1 а оЕ 1;һе 1ггес1иаЫе гергезеп!:а 1 ; 10 п. Ап ехатр1е 
01 7 ап 1ггес1ис|Ые зеЬ о^ орега1;огз 15 §|уеп Ьу 1һе тотеп1:ит орега1огз р х , 
р у , апс! р~ ипс!ег гоЬаһоп. 
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3.10 01гес1 Ргос1ис1 Керге8еп1а1юп8 о! а 
Сгоир 

Тһе сһгес! ргос1ис1: о! ап п х п таЫх А апс! апс! т х т таЫх В 15 
с1еһпес1 Ьу 

(■А ® В)ц!^у = А гз В г 1,у (3.7) 

(.А ® В) 15 ап (тп х тп) таЫх апс! II 15 по1 1һе 5ате а5 а таЫх ти1- 
һрПсаһоп о! А апс1 В. 

Тһеогет 7: 

II Т а апс1 Т 3 аге 1\л/о герге5еп1а1;10П5 о! а §гоир, 1һеп Т а ®Р = Т а ®Т^ 3 15 
а150 а герге5еп1а1;10п о! 1һе §гоир. 

Ргооһ 

кк' 

= Ү, Т&{в 1 )Т$АС 1 Щ(<ҺУГе г {Ог) 
= Г“(с 1 с 2 ) 1 ’»,(с 1 е 2 ) 

_ гра®Р / \ 

— 1 п , ,зз'\ и 1 и 2) 


Тһеогет 8: 

Тһе сһагасХег о! а сһгес! ргос1 ис! герге5еп1;а1:10п Т а ®@ 15 1һе ргос!ис1 о! 
1һе сһагас1:ег5 о! Т а апс! Т 13 . 


а(8>/3 _ \ л гг\а(&(3 

Х, / ^ 1 а' ,и' 

и' 

_ \ л грагрР 

/ ^ ^ И г'г' 
гг' 

= XV 


Ргооһ 
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Тһеогеш 9: 

И 7 {?/’“} 1:гап5ропт1 ассогсИп§ 10 1һе гергезеп1:а1;10п Т“ апс! {ф^} 1:гап5рогт 
ассогсНп§ 1о 1һе герге5еп1:а1:юп Т®, 1һеп {ф?ф?} 1 :гап 5 рогт ассогсИп§ 1о 
1 һе сИгей ргос 1 ис 1 ; гергезеп 1 ;а 1 ; 10 п Т а ®Р. 

РгооГ: 


пажФ 


цда)^(с) 

к I 




1п §епега1, 1 һе сИгес! ргос1ис1; гергезеп 1 ;а 1 : 10 п 15 гес1иаЫе еуеп \л/һеп 1 һе 
1 лл/о соп51а1:иепР герге 5 еп 1 :а 1 :юп 5 аге 1 ггес 1 ис|Ые. Тһеге 15 а ипкагу таЫх 
II, тс1ерепс1еп1: оР 1 һе §гоир е 1 етеп 1 ; 5 , \л/Ысһ 1 :гап 5 рогт 5 Т а ®Р т 1 о а Ыоск 
Рогт: 


Е 

гЗ,г'з' 




гра®(3 тт\ 

1-1 


" үтк ,17-* г < 7,г / < 7 / ^% 2 ^'т'к' 


буүО тт ' 


гр 7 
’ 1 кк' 


( 3 . 8 ) 


Тһе 1аЬе1 т сИ 5 Рт§ш 5 һе 5 Ыоск 5 мкһ 1 һе 5 ате 1 ггес 1 иаЫе герге 5 еп 1 :а 1 :юп. 
Тһи 5 , \л/е тау \л/пРе 

= ү фШ7Т 7 ( 3 . 9 ) 

7 


7 1аЬе15 1 ;һе 1 ггес 1 иаЫе герге 5 еп 1 а 1 ; 10 П 5 апс1 1 һе сое 1 : р 1 С 1 еп 1;5 т 7 , \л/һ 1 сһ 1е115 
и 5 1 һе питЬег оР 1 ате 5 1 һе 1 ггес 1 иаЫе герге 5 еп 1 :а 1 :юп 7 оссиг 5 т 1 һе с1е- 
сотро511;10п, сап Ье са1си1а1:ес1 и5т§ 1һе Р 1 Г 5 Р огРһо§опаПру ге1аРюп оР 1һе 
сһагас 1 :ег 5 


х а®Р = ү т ^ 

7 

Х а Х 13 = Е т 7Х 7 

7 

т 7 = (г/Һ^ЩхЧСдхЧСЖЧСь) 

к 
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3.11 С1еЬ8сһ-Согс1ап СоеШс1еп18 

5тсе 1һе зе! о! ргос1ис1: йтсЬюпэ ф?ф^ 1гапз1огт ассогсИп§ 1о 1һе ргос1- 
ис1 гергезеп 1 ;а 1 : 10 п Т а ®@ \л/һ|сһ 15 т §епега1 геЬиаЫе, еу|с1еп1;1у 1һе зрасе 
1огтеЬ Ьу 1һе ргос1ис1: ^ипсЬюпз аге а1зо геЬиаЫе апс1 1һе ргос1ис1: 1ипс- 
110П5 тау 1һеп Ье рго)ес!еЬ Iп1:о 1һезе 1ггес1ис|Ые зиЬзрасез: 

= е^ ы 

7 т 

\л/һеге Щгп) Ье 1 оп §5 1 о 1 һе 1 ггес 1 ис|Ые зиЬзрасе 7 . Тһе 1аЬе1 т сЛз 1 ;|п- 
§шзһез ^ипсЬюпз \лл 1 :һ 1 һе зате 7 \л/һ 1 сһ 15 песеззагу оп 1 у \л/һеп т 7 > 1 
т 1һе с1есотро511:юп о! 1һе ргос!ис! гергезеп 1 :а 1 ; 10 п. 1п о1һег \л/огс15, 1һеге 
тау Ье тоге 1һап опе зиЬзрасе \л/Ысһ 1гап51огт ассогсИп§ 10 1һе зате 
1 ггеЬис|Ые гергезеп1:а1:юп ■ Щгп) кзеН тау Ье ехрапсЫ т ап ог1һо§опа1 
Ьаз15 \л/Ысһ зрапз 1һе 1ггес1ис|Ые зиЬзрасе 7 : 

Щ{™) = Е№)^ Ы 

к 

апс1 1һеге1оге 

= Е Е Ш т ) с 1гз М (з.ю) 

7 ™ к 

Тһе соеШаепЬз С аге са11ес1 1һе С1еЬзсһ-Согс1ап сое1Рюеп1з апс! 1һеу 
Ьерепс! оп а апс1 (3. 

Араг! 1гот а розз1Ые рһазе 1ас1:ог, 1һе С1еЬзсһ-Согс1ап соеНюепЬз аге 
ас1иа11у 1с1еп1;1са11о 1һе итЬагу таЫх II 8еРтес1 т 1һе ргеуюиз зесЪюп. То 
зее Шз, \л/е сопз1с1ег һо\л/ 1һе эЬаЬе Ф 1(т) = Л г] ФгФ^Һ^тк 1гапз1огт 
ипЬег а §гоир зутте1гу орега 110 п: 

Т(С)Ф2(т) = Е 

гз,г'з' 

= Е 

г'У к' 

= Е 'Шт)т1 к 

к' 

\Л/е һауе изес1 Ер. ( 3.8) т 1һе зесопс! зЬер. Тһиз 1һе зЬаЬез Ф^(т) 
1гапз1огт ассогсИп§ 1о 1һе 1 ггеЬиаЫе гергезеп1:а1:юп 7 . \Л/е тау а1зо \л/Г11;е 

Ф?фР = Е ПЫЩтк,гз (3-11) 

к^ут 
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\л/һ 1 сһ зһо\л/з 1һа1: 1һе С1еЬзсһ-Согс1ап сое1һаеп1:5 аге 1с1еп1;1саI 1о 1һе ипI- 
1агу таЫх II, араг1 1гот а рһазе 1ас1ог. Ву сопуепЕоп, 1һеу аге пог- 
таПзес! эб 1о11о\л/з: 

Е1С,^(т)| 2 = 1 (3.12) 

Ч 

5тсе С 15 ит1:агу, II заТазһез 1һе 1о11о\л/т§ ге1а110пз 

Есг, Й (”1)с;4(“') = *гА~**ш 

ч 

Е сг,«мсйуМ=м«- 

7 кт 

3.12 Тһе ЛУщпег-Ескаг! Тһеогет 

1п рһуз 1 сз, \л/е аге о^еп 1асес1 \л/|1һ а ргоЫет оһ са1си1а11п§ таЫх е1етеп1:5 
о! ап орега1;ог О Ье1\л/ееп 1\л/о з1;а1;е5 ф апс1 ф\ (0,00). 1п ргас 11 се, 1һе 
са 1си 1а110п о! 7 таЫх е1етеп1;5 сап Ье уегу сотрПса1;ес1 апс1 \л/е \л/оиИ Мке 
10 з1ис1у И 7 §гоир 1һеогу сап Һе1р из т 51тр1йу|п§ Шз ргоЫет. 

р|гз!: о! а11, 'Ггот ргеуюиз зейюпз, \л/е кпо\л/ 1һа1; ап агЬкгагу пс 110 п 
Ье1оп§т§ 1о а Ппеаг зрасе Ь ууЫсҺ Ттапз^огтз Iп1о йзеН 7 ипс1ег §гоир 
орегаЕопз сап Ье рго)ес1ес1 т1о 1һе сИЯегеп! Iггес1 ис 1 Ые сотропеп1:5 о! 7 
1һе §гоир. Соп5е^иеп1;Iу, \л/е пеес! оп 1у сопз1с1ег таЫх е1етеп15 о! 1һе 
1уре: 

VI6° Ф 

\Л/е 51ис1у 1һе Ттапз^огта^оп о!1һе 1ипс1юп ф г1 = 0“// ипс!ег а §гоир 
зуттеиу орега! 10 п: 

т(С)а, = т(С)д?г? 

= [Г(С) 0 “Т- 1 (С)] Г(С)// 

= Еог г й( с ) Е/(Т4(°) 

к ГП 

= Е 

кт 

Тһе пе\л/ ПС 110 П ф^ тау 1һеп Ье сотр1е!;е1у ехрапЬеЬ т1о 115 1ггес1ис|Ые 
сотропеп^з аз т Е^. ( 3.11): 

Фц = Е ^к'( т ) С к',гз( т ) 

7 'к'т 
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Тһе таЫх е1етеп1: 15 1һеп §Феп Ьу 

(Цб?ф = Е 

7 'к'т 

= Е(^.Ф2М)сг«М 

т 

Тһе 51§шһсапсе оНһе аЬоуе гезик 15 1һа1:1һе С1еЬ5сһ-Согс1ап сое1 : Пс1еп1;5 
С1^(т) аге оЬ1;аIпес! еп1аге1у 1гот 5утте1;гу апс1 1һеу с1о по1 с1ерепс1 оп 
1;һе с1е1:а||5 1һе ро!еп1:Ы 01 7 1һе 5у51ет. 1гТогта1:юп аЬои! 1һе с1е1аМ5 
1һе 5у51:ет 15 соп1;аIпес! т 1һе таЫх е1етеп1;5 (/^, Ф Цт)) \л/Ысһ с1о 
по! с1ерепс1 оп г апс1 у. 1п {ас!, II с1ое5 по1 с1ерепс1 оп к а5 5һо\л/п т 
5ес1юп З.б. Тһе5е таЫх е1етеп15 аге о^еп ге^еггеб а5 гебисеб таЫх 
е1етеп15 апб 1һеу аге \л/пИеп а5 

(Л 7 ,Ф2(т)) = (/ 7 ||6"||А„ 

етрһа5151п§ 1һе ^ас! 1һа1; 1һе гес1исес1 таЫх е1етеп15 аге тберепс1еп1: 
г, у, апб к. Тһи5 \л/е һауе 

(ЛАФ = Е<Г1|о»||7) т <7«М ( 3 -13) 

т 

Тһ 15 15 кпо\л/п а5 1һе \Л/|§пег-Ескаг1; 1һеогет \л/һ|сһ 1е115 и5 1һа1; 1һе таЫх 
е1етеп1 (/^, 0“/^) ' 5 2ег0 ип1е551һе ргобис!: герге5еп1а1;10п Т а(Е)/3 соп1:ат5 
1һе 1ггебиаЫе герге5еп1а1:10п 7. Тһ 15 15 а §епега1 ^огт 5е1ес1:юп ги1е5. 
Тһе С1еЬ5сһ-Согбап соеШаеп1:5 ге1а1:е 1һе таЫх е1етеп15 1ог а §Феп а, 
Р, апб 7 Ьи1 мйһ бһТегеп!: г, у, апб к 10 опе апо1һег. 

\Л/е сап 5ее 1һа1; 1һеогет б Ео11о\л/5 1ттеб1а1:е1у Тот 1һе \Л/|§пег-Ескаг1; 
1:һеогет Ьесаи5е 1һе Нагткотап 15 ап Iпуаг1ап1 ипбег 1һе §гоир 5утте1ту 
орега!10П5, һе. Т(С)НТ~ 1 (С ) = Н, 50 1һа1: Н Тап51огт5 ассогбт§ 1о 
1;һе |беп1И:у герге5еп1а1;10п. 


3.13 АррНсаИопз 

\А/е 1151 а 1е\л/ о( 1һе соттоп аррһса1:юп5 01 7 §гоир 1һеогу. 

1. 5е1ес1:юп ги1е5: А5 ап ехатр1е \л/е соп5|бег ор11саI 1гап511:юп5 т а 
то1еси1е \л/һ 1сһ Һа5 а В 3 5утте1гу. Тһ 15 сои1б согге5ропб 10 а 
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то1еси1е \ллРһ Рһгее 1с1епР1са1 аРот5 аРРһе согпегз оР а Рпап§1е. Ас- 
РиаИу, Рһе II 5уттеРгу 15 Ы§һег Рһап Дз Ьи1 аз ап Ши5РгаРюп II 
15 5иРһаепР Ро соп51с1ег Рһе Т> 3 5уттеРгу. 0рР1са1 1гаП51110П5 аге 
§оуегпе6 Ьу сИро1е орегаРог5 х, у, апс! х \л/Ысһ Ргап5рогт Ике Рһе 
Рһгее СагРе51ап ипII уесРог5. Тһе §гоипс15РаРе оР Рһе то1еси1е тау 
Ье а55итес1 10 Ье поп-с1е§епегаРе апс1 5уттеРпс 50 РһаР II Ргап5- 
Рогт5 ассогсИп§ Ро Рһе 1с1епр|ру герге5епРаРюп. Ргот Рһе ргеуюи5 
ехатр1е, Рһе сИро1е орегаРог5 Ргап5рогт ассогсИп§ Ро Рһе герге5еп- 
1;а1;1оп Т = Т 2 ® Т 3 апс! РһегеРоге Рһе Рта1 5РаРе5 сап оп 1у Ье Рһо5е 
\л/Ысһ Ргап5рогт ассогсИп§ Ро (Т 2 0 Т 3 ) 0 Т 1 = Т 2 0 Т 3 . 

2. ЗуттеРгу Ьгеакт§: 1п Рһе аЬоуе ехатр1е, \л/е кпо\л/ Ргот 5уттеРгу 
а1опе РһаР Рһе е1§епРипсРюп5 сап оп 1у Ье аР то5Р ЬоиЫу с1е§епег- 
аРе. 1Р \л/е гер1асе опе оР Рһе аРот5 Ьу а сһРГегепР аРот 50 РһаР Рһе 
5уттеРгу Ьесоте5 С 2 , Рһеп Рһ|5 с1е§епегасу, Т |р ех15Р5, ти5Р 5рПр 
тРо Р\л/о поп-с1е§епегаРе 1еуе15 Ьесаи5е С 2 13 ап АЬеПап §гоир апс1 
Рһе 1ггес1ис1Ые герге5епРаРюп5 аге опе сПтеп5юпа1. Тһе асРиа! ге- 
ЬисРюп сап Ье Р|§игес1 оиР 5Рга1§һРРопл/агс11у и5т§ Рһе огРһо§опаПРу 
ге1аРюп ЬеР\л/ееп Рһе сһагасРег5. Тһе огЬепп§ оР Рһе епег§у 1еуе15, 
һо\л/еуег, саппоР Ье ЬеРегттеЬ Ьу §гоир Рһеогу а1опе. 

3. \/аг1аР1опа1 рппар1е: \Л/е аге оРРеп тРеге5Рес1 т РтсНп§ Рһе §гоипс1- 
5РаРе оР а §|уеп НатПРотап \л/һ1сһ и5иа11у саппоР Ье 5окес1 а па 1ур|- 
саПу. Опе теРһос! оРоЬРатт§ ап арргох1таРе §гоипс15РаРе 15 Ьа5ес1 
оп уапаРюпа! рппар1е. \Л/е 5РагР \л/|Рһ 5оте Ьа515 РипсРюп5 {Д} апс1 
арргох1таРе Рһе Ргие §гоипс15РаРе Ф а5 а Ппеаг сотЫпаРюп оР Рһе5е 
РипсРюп5. 

Ф = X! С *</>г 

г 

Ргот Рһе уапаРюпа! рппар1е, Рһе епег§у ехресРаРюп уа1ие < Е >= 
(Ф, ДФ) > Е 0 , \л/һеге Е 0 15 Рһе Ргие §гоипс15РаРе епег§у. Тһе со- 
еРРюепР 5 {Д} аге с1еРегт1пес1 Ьу гшшгшзш§ < Е > 5иЬ]есР Ро Рһе 
сопсһРюп (Ф, Ф) = 1: 

= Дг Ү,с*(ф^Нф к )с к - Х^2 с *з с з 

° ' [ Зк 3 

^ ^ Н гк С к \Сг 0 
к 


щ[<Е> —А(Ф, Ф)] 
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\л/Ысһ 15 ]и51; ап е1§епуа1ие ргоЫет. 

Ргот Тһеогет б, II 15 с1еаг 1һа1: \л/е 5һои1с1 50г! ои1 1һе Ьа515 Рипс- 
1;Iоп5, и51п§ 1һе ргсуесЛоп орега1ог те1:һос1 һог ехатр1е, ассогсИп§ 
1о 1һе го\л/5 апб 1Ггес1иаЫе герге5еп1:а1:юп5 {ф^ т } \л/һеге т 1аЬе15 
сЛ-ТГегеп! ро55|Ые 5иЬ5расе5 1:гап5рогтт§ ассогсИп§ 1о 1һе 5ате \г- 
гебиаЫе герге5еп1:а1:юп а. II 15 оп1у песе55агу ехрге55 1һе 1па1 
Липс 110 п а5 Ло11о\л/5: ф = Ү^ т с°‘ гп ф^ т . \Л/һеп т = 1, 1һе НатПЬо- 
тап 15 а1геас1у сПа§опа1 апб \л/һеп т > 1, \л/е пеес! оп1у сИа§опа1|5е 
аптхт таЫх т5Ьеас1 оР ап 1x1 таЫх \л/һеге / = ^2 атг 1, \л/Ысһ 
15 и5иа11у тисһ 1аг§ег 1һап т. 

4. 0е§епега1;е регЬигЬаЛоп 1һеогу: 1п тапу са5е5, 1һе Нагткотап 
тау Ье Ьгокеп ир т1о 1лл/о 1егт5 Н = Н 0 + Нх 5исһ 1һа1: Н 1 тау 
Ье 1геа1:ес1 а5 а 5та11 рег1игЬа 110 п 1о Н 0 . Н 0 и5иа11у Һа5 а Ы§һег 
5утте1;гу 1һап Н\. А 1ур1са1 ехатр1е 0 Һ 1 Һ 15 15 ап а1от р1асес1 т а 
сгу5ЛаI \л/һеге 1һе сгу51аI һеИ 5утте1ту 15 1о\л/ег 1һап 1һе го1а1:юпа1 
5утте1;гу оНһе а1от. ИЧҺе е1§епРипс1:юп5 о 1Й 0 аге бе§епега1;е, \л/е 
тау и5е 1һе уапаЛопа! рппар1е 10 са1си1а1:е 1һе епег§у 5һ 1 Л 15 . Тһе 
е1§епРипс1:юп оР Н 15 арргох1гпа1:ес1 а5 а Ппеаг сотЫпаЛоп оһ 1һе 
бе§епега1;е е1§епРипс1:юп5 о 1Й 0 . ТҺ 15 1еаб5 ап е1§епуа1ие ргоЫет 
һог Н\ апб 1һе е1§епуа1ие5 §|уе 1һе һгеЬ огбег 5 ҺНЛ 5 . А5 Ьеһоге, \л/е 
5һои1с1 50 г 1 ои11һе бе§епега1;е е1§епйтс1:юп5 Н 0 ассогсИп§ 1һе 
го\л/5 апб 1 ггес!ис 1 Ые герге5еп1а1;10П5 оР 1һе 5утте1гу §гоир Нх т 
огбег 1о гттгт5е 1һе 51ге оР 1һе таЫх Ье сИа§опа1|5ес1. 


3.14 Ехатр1е8 

1. В1осһ Тһеогет: А 1аИ1се 15 а рага11е1ер|рес1 һогтес! Ьу 1һгее Һпеаг1у 
тберепбеп! уесЬоге а 1; а 2 , а 3 . А 5е! уес!ог5 б = щ&х + п 2 а 2 + 
п 3 а 3 һог аП ро55|Ые т!:е§ег5 П 1 , п 2 , п 3 §епега!:е 1аИ1се ротЬ5 хл/һ1сһ 
Ьо^еЬһег \лл1:һ 1һе а55оаа1:ес1 1аИ1се5 һогт а сгу51:а1. Тһе 5е! 1 = {1} 
с1еаНу һогт а §гоир ипбег уес1:ог ас1с! 1110 П апб 1һе §гоир 15 АЬеһап. 
1п Рас1, II 15 а сИгесЬ ргос!ис1 оһ1һгее §гоир5 


1 = 1 \ ® 12 
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\л/һеге Ъ\ = {пхах}, 1 2 = {п 2 а 2 }, апс1 = {п 3 а 3 }. к к сиз!:отагу 
10 һауе а репосНс Ьоипс1агу сопс1 1110 П зисһ 1һа1; 

Т(Җац)ф( г) = 'ф (г + Җа. 1 ) = ф{т) Т(Җгц) = Т{ 0) = 1 


5|т|1аг1у кзг 1һе о1һег 1\л/о §гоирз. Җ 15 1;акеп 1о Ье тбпке а1 1һе 
епс!. Тһе §гоирз р, 1 2 , апс1 Ьесоте сусПс апс! 1һе 1ггес1ис|Ые 
гергезеп1;а1;10П5 аге §кеп Ьу е г27Г,С1 / ЛГ| , к\ = 1,2,... ,Җ, апс! 1һек 
ро\л/егз. к 15 изек|| а1 1 Һ 15 5Ьа§е Iп1;гос1 исе 1һе сопсер! геаргоса! 
зрасе бекпес1 Ьу 


§1 

82 

§з 


2тг- 


2 тг 


2тг 


а 2 х а 3 

а 3 ■ а 2 х а 3 

а 3 х а 3 

а 3 ■ а 2 х а 3 
ах х а 2 
а 3 ■ а 2 х а 3 


50 1һа1: 


ёп ■ а х = 2ТГ<% 

У\/кһ 1 Һ 15 бекпкюп, 1һе сЪгесЬ ргос!ис! гергезеп^акопз сап Ье \л/гк1еп 


Г к (1) = е гЫ 


\л/һеге к = (кг/Җ)^ + (/г 2 /7У 2 )§ 2 + (к 3 / ]\Г 3 )§ 3 . к к>11о\л/з 1һа1; 1һе 
е1§еп1 г иПС110П5 а Нагшкошап \л/кһ 1гап51а110паI 1аИ1се зутте1:гу 
кзгт Ьазк ктсЬюпз кзг 1:һе кгебиаЫе гергезеп^акопз 1һе §гоир 
01 7 1гап51а110П5 апс1 1һеу тау Ье 1аЬе11ес1 Ьу 1һе 1ггес1ис|Ые гергезеп- 
1 а1:10П5 к. ТЫз теапз 

Т(*)Фк(г) = фф + 1) = ф к (г)е гЫ 

\л/Ысһ 15 1һе В1осһ 1һеогет. 


2. 1\1огта1 тоЬез (сһар!;ег б ЕШок апб Оа\л/Ьег): \Л/һеп 1һе а^отз 
т а то1еси1е аге сПзр1асес1 кот 1һек ериШЬпит розкюпз, 1һе ро- 
1еп11а1 епег§у \л/М1 тсгеазе. к 1һе а1отз аге 1еЬ кее, 1һеге \л/Ш Ье 
ап т1егсһап§е Ье1\л/ееп ро1епка1 апб к|пе! 1 С епег§1ез гезикт§ т 
у|Ьгакопз. Тһезе VIЬга 110 пз тау Ье 1һои§һ1: 01 7 аз Ьет§ сотрозес! 
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е1§еп тос1е5 ог погта1 тос1е5, еасһ \л/|1:һ а \л/е11 с1еһпес1 1гериепсу, 
т 1һе зате \л/ау 1һа1: а мауЫхтс^оп сап Ье ЬесотрозеЬ Iп1о а 
зит е^епзЬаЬез мйһ \л/е11 с1еЯпес1 епег§1ез. Тһе е1§еп тос1е5 тау 
Ье с1азз1һес1 ассогсИп§ 1о 1һе 1ггес1иаЫе гергезеп1:а1:юпз 1һе зут- 
те1:гу §гоир 1һе то1еси1е, ]из1: Ике 1һе 1һе е^епзЬаЬез 1һе 
НатПЬотап. 

Тһе ро!еп 1 ; 1 аI епег§у 1ог агЬйгагу сНзр1асетеп1:з 01 7 N а^отз т а 
то1еси1е 15 §|уеп Ьу 


У = Ү п 


^дУ 


Е 


д 2 У 

ддгда. 


ЧгЧ] 


Тһе зитз гип 1гот 1 10 ЗЛ^. А! ершИЬпит, дУ/ддг = 0 зо 1 һа 1 : 
1 һе Нат 1 11оп 1 ап 1ог то1еси1аг VIЬга 110 пз 15 §|уеп Ьу 

н = Е \ М гЧ] + Е \ в ат 

г гз 

\л/һеге В г] = д 2 У/ дд г дд Г II 15 сопуеп!:юпа1 10 аЬзогЬ Ьһе таззез 
т 1 о 1 һе сНзр1асетеп1: соогсһпа^ез Ьу с1еһпт§ 

о; = \ Л/,7,. /= Вц! У М г М 3 

Тһе НатМ 1 :оп 1 ап Ьесотез 

Н = Е 2®* Е 2^ г 1°' гСХ] 

г %] 

Тһе таЫх 15 кпо\л/п аз 1 һе Ьупагтса1 таЫх. 

\А/е сап по\л/ Iп1гос1 исе а ЗА" сНтепзюпа! аЬзЬгасЬ зрасе \л/| 1 :һ ог- 
1һопогта1 Ьаз1з уес 1 огз {е,}. Тһе ЗА" сНзр 1 асетеп 1:5 а 1 отз т 
геаI зрасе тау Ье таррес! т 1 о а уес 1 :ог т 1 һе ЗА” сНтепзюпа! аЬ- 
з 1 гас 1 ; зрасе: 

(9ъ 92, • • • , Чзм) -> Ч = Е е г а г 

г 

Тһе ипII уес 1 ог е, : соггезропЬз 1 :о а сНзр1асетеп1: д г = 1/л/Җ т геаI 
зрасе Ьи 1 \л/е по 1 :е 1 һа 1 : е, : йзеН 7 13 по 1 а сһзр1асетеп1: т геаI зрасе 
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Ьи1 га1һег а сНзр1асетеп1: т 1һе аЬз1:гас1: зрасе. У\/е тау <Мте ап 
орега1:ог В т 1һе аЬзЬгасЬ зрасе зо 1һа1; 

^(ч) = ^(ч,^ч) 

Ч 

\л/Ысһ 1 трПез 

В^2 (Чг, ВӨу') ' 1){ л ; ^ ^^ / / 

г 

\Л/е \л/оиИ Ике 10 Ттапз^огт 1һе НагтКотап т1о 1һе к)гт Н = һ * 
зо 1һа1; 1һе е 1 §епуепс 1 огз Н сап Ье мпИеп аз а ргос1ис1: 1һе 
е1§епуес1;ог5 һ. ТЫз сап Ье Ьопе Ьу а ипйагу ЬгапзкэгтаНоп 

И/с = ^ ' ^г^гк 
г 

Ап агЬйгагу уесЕог ^ тау Ье \л/пНеп аз 

Ч ^ ^ ^ ^ ^к^к ^ ^ к * ^г ^ ^ &гкО,к 

г к кг к 

Ву сһоозт§ и/с 1о Ье ап е1§епуес1;ог В, Ое. В щ = сог 
22^ — шк а гк> ^Һе НатП1:отап Ьесотез 

н = X] 2^1 + Ъ Шк ^ 

\л/Ысһ 13 1һе Ьез 1 гес 1 к)гт. С)иап1:ит тесһатсаПу, \л/е гер1асе 
\л/һ:һ —<9 2 /(9(51 апс! 1һе зо1 и 110 пз 1о һ = —д 2 !дЦ\ + \шкО!\ аге 

Фп^к) АН п (к) (^й^/г/2) 

1 

е п (к) = ( п(к ) + -)ш к 

\Л/е һауе зеЬ 1һе Р1апск сопз1;ап1; һ/2-к = 1. 

5о ^аг \л/е һауе по1 тас1е апу изе §гоир 1һеогу апс! т рппар1е \л/е 
сап са1си1а1:е 1һе Ьупагтса! таЫх В апЬ сИа§опаПзе II 10 оЫ:ат 
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1һе погта1 тобез апс1 1һе согге5ропсИп§ е1§еп 1гериепае5. Тһе 
сйа§опа1|5а1;10п о! Л 15 §геа11у 51трһЯес1 Ьу изт§ §гоир 1һеогу. Тһе 
е1§еп ^гериепаез, һслл/еуег, саппо1 Ье оЬ1аIпес! 1гот §гоир 1һеогу 
а1опе Ьесаизе 1һеу с1ерепс1 оп 1һе 51геп§1:һ о! 1;һе ро 1 еп 1 ; 1 аI. Ву 
беһпШоп, \л/е һауе 

[Т(С),В] = 0 

1ог аМ С апс1 II 1ттесПа1:е1у 1о11о\л/5 1гот Тһеогет 5 1һа1; 1һе 6е§еп- 
егаЬе е1§епуес1ог5 о! Л (погта! тобез) 1огт Ьа515 уес^огз 1ог 1һе 
1 ггес!ис 1 Ые гергезеп1:а1:юп5 о! 1һе §гоир. 

Тһе ЗЛ Г сНтепзюпа! зрасе 1огт5 а 31У х 31У гергезеп1:а1:юп \л/Ысһ 
15 т §епега1 гебиаЫе: 


Х ЗЛ = Ц т-уХ 7 

7 

То са1си1а!;е х ЗМ , \л/е һгз! \л/п1е 1һе Ьа515 уес1ог а5 е*(Д), г = х, у, г, 
Я — 1,2,..., IV, \л/Ысһ согге5ропс15 10 а сһ5р1асетеп1: о! а1от Я 
а1оп§ 1һе г-ах15. Тһе еЯес1: о! 1һе зуттеиу орега! 10 п оп 1һе Ьа515 
уес^ог 15 §|уеп Ьу 


Т(в)е 1 (Д) = ^е 1 (В')Т? я (в) 

К'1 


Тһе сһагайег 15 §|уеп Ьу 

Кг 

\л/һеге ЛГд 15 1һе питЬег о! а1:от5 иптоуес! Ьу 1һе зуттеиу орег- 
а1юп Т(С ) апс1 х Ү ' 5 1һе сһагас1:ег о! 1һе 1һгее сНтепзюпа! уес1ог 
гергезеп1:а1:юп. ТЫз гезик сап Ье ипс!егз1:оос1 Ьу оЬзеп/т§ 1һа1: \л/һеп 
Т(С) тсл/ез а1ют Я 1о а1от Я', Ү, г Т вп = 0. У\/һеп а1от Я 15 
по1 тсл/ес1, 1һеп Ү^гТ вв = х Ү - 

Аз ап ехатр1е, \л/е сопз1с1ег а то1еси1е \л/| 1 һ Л 3 зутте 1 :гу ( 1 һгее 
а 1 отз а! 1 һе согпегз оН ап ериМа1:ега1 1пап§1е). \А/е һауе а1геас1у 
\л/огкес! ой!1һе сһагас 1 :ег 5 Ног 1һе уес1ог гергезеп1:а1:юп х Ү апс! 1һеу 
аге §һ/еп Ьу х Ү (С е ) = 3, х Ү (С с ) = 0, апс! х Ү (С а ) = -1. Тһиз 
Х Ш (С е ) = 3-3 = 9 , х т (С с ) = 0, апс! х ЗМ (Са) = 1 ■ (-1) = 
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— 1. II 15 1һеп 51га1§һ1;1 : ог\л/агс1 Ьесотрозе х ЗМ 1 п 1 :о ^һе сИ^Гегеп! 
Iггес!ис 1 Ые сотропеп1:5 изт§ 1һе сһагас1:ег 1:аЫе Д 3 . \Л/е 

тп\ = ^(1 • 1 -9 + 2 • 1 -0 + 3 • 1 • (-1)) = 1 
6 

т 2 = ^(1-1-9 + 2-1-0 + 3- (—1) • (—1)) = 2 
6 

т 3 = 77(1 • 2 ■ 9 + 2 • (—1) • 0 + 3 ■ 0 ■ (—1)) = 3 
6 

Тһеге аге 1 һгее поп-с1е§епега1;е тос1ез апс! 1 һгее ЬоиЫу с1е§епега1;е 
тобез. Ас 1 иаИу, з 1 х оИһет соггезропс! п§ 1 с 1 то 11 опз, һе. 1 һеге 15 
по ге1а1|уе то 1 :юп Ье 1 :\л/ееп 1 һе а 1 :от 5 . Тһе 31§тһсапсе п§ 

1 һе VIЬга 110 пз тЪо погта! тобез 15 1 һа 1 ; \л/һеп са1си1а1:т§ аЬзогр 1 :юп 
ог егтззюп зрес 1 ;га II 15 розз1Ые 10 һ§иге ои 1 \л/һ 1 сһ тобез аге а1- 
1о\л/ес1 т 1 һе аЬзогр 110 п ргосезз. Тһе 51 тр1ез1; аЬзогр!:юп ргосеззез 
аге саизес! Ьу е1ес1пс сИро1е Ъгапзйюпз ^гот 1 һе §гоипс!51;а1е 10 зоте 
у|Ьга(юпа1 ехскес! зЬаЬез. Тһе §гоипс151;а1;е изиаПу Тгап^огтз ассогс!- 
т§ 1 о 1 һе 1 с 1 еп 1 ;| 1 ;у гергезеп 1 :а 1 :юп апс! 1 һе сһро 1 е орега 1 огз ^гапз^огт 
ассогсһп§ 1 о 1 һе уес 1 ог гергезеп 1 :а 1 :юп. Тһиз 1 һе тобез а11о\л/ес1 аге 
§|уеп Ьу 1 һозе соггезропсһп§ 1 о 1 һе 1 ггес 1 ис|Ые гергезеп 1 :а 1 :юп 5 ос- 
сипп§ т 1 һе Ьесотроз^юп 1 һе уес 1 ог гергезеп 1 :а 1 :юп. 1 п тоге 
сотрһса 1 ;е 6 аЬзогр!:юп ргосеззез, 1 һеге аге 1 п 1 :егтес 1 |а 1 ;е зЬаЬез т- 
уо1уес1. 1п 1Ыз сазе 1һе сЬттапЬ орега1;ог5 аге 1һе Т)гт ху, ух, 
хх, х 2 , у 2 , апс1 х 2 (Катап зрес 1 га). Тһезе аге т ^ас! рго<^ис!з 
х, у, апс! х, 1 .е. 1 һеу Тгапз^огт ассогсһп§ 10 1 һе ргос 1 ис 1 ; 1 һе 
уес 1 ог гергезеп 1 :а 1 :юп 5 \л/Ысһ сап Ье Ьесотрозес! т 1 о 1 һе 1 ггес 1 ис|Ые 
сотропеп 1 з. Саге, һо\л/еуег, һаз 1 о Ье 1 ;акеп с1ие 1 о 1 һе ^асЬ ЬһаЬ 
1 һе ргос 1 ис 1 : ^ипсЬюпз аге по! ПпеаНу тс 1 ерепс 1 еп 1 :. 5ее сһар 1 ег 6 
Е11ю1 апс! ӘаууЬег Еэг тоге ехатр 1 ез апс! с 1 е!:аИз. 



Сһар4ег 4 
1ле Сгоирз 


4.1 ОейпШопз 

5о 1аг \л/е һауе сопз1с1егес1 §гоирз \л/|1:һ а һпке питЬег о! е1етеп1:з. 1п 
Шз Сһар1ег, \л/е \л/Ш з!ис1у 1һе зо са11ес1 сопЕпиоиз §гоирз т \л/Ысһ 1һе 
е1етеп1;5 С аге с1е^1 пес! ипфие1у Ьу а зе! о! п тйерепс1еп1 соп1тиоиз 
геаI рагате!егз а = (а ь а 2 ,.. ., а п ) зо 1һа1 С(а) ^ С(Ь) ип1езз а = Ь. 
Тһе питЬег п 15 са11ес1 1һе сНтепзюп о! 1һе §гоир. Бисһ §гоирз һауе ап 
тһпке питЬег о! е1етеп15. Тһе е1етеп15 о! а сопЬтиоиз §гоир 5а1а51у 
1 һе тикфПсаЪюп 1а\л/: 

С(а)С{ Ь) = С(с) (4.1) 

Тһ 15 теапз 1һа1 орега!т§ а §гоир е1етеп1 С(Ь) 1о11о\л/ес1 Ьу С( а) һаз 
1 һе зате еРТес! аз орега!т§ а §гоир е1етеп1 С(с) гергезеп1ес! Ьу а зе! о! 
рагате!егз с. с тиз! Ье а йтсЬюп о! 1һе рагата1егз а апс! Ь: 

с = Г(а, Ь) (4.2) 

апс1 \л/е тау \л/п1:е 1һе тикфһсаЬюп 1а\л/ аз: 

С(а)С(Ъ) = С(Г(а,Ъ)) (4.3) 

Аз а сопуеп1юп, а = 0 15 сһозеп 1о гергезеп! 1һе иш! е1етеп1: 

С(0) = 1 (4.4) 

\Л/|1:Һ Шз сРеһтРоп, 4 1о11о\л/з Ргот Е^з. ( 4.1) апс! ( 4.2) 1 һа1: 

Г(а, 0) = а ; Г(0, Ь) = Ь ; Г(0, 0) = 0 (4.5) 
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?*т = »ш > =1 ( 4.б) 

да дһ 

1п ас1с1 1110 П, еуегу е1етепР тизР һауе ап туегзе Ре. Рог а §|уеп зеР оР 
рагатеРегз а, Рһеге 15 а зеР оР рагатеРегз ^ эисһ РһаР 

С(а)С'( Ч ) = <ЭДС(а) = С(0) = 1 (4.7) 

Тһе РипсРюпз Г(а,Ь) аге аззитеб Ро Ье апаIурIс РипсРюпз оР Рһе ра¬ 
гатеРегз а апс! Ь, апс! Рһ 15 ктс! оР §гоир 15 са11ес1 а Ые-§гоир. 


4.2 1пйш1е81та1 ОрегаРогз 

Ап 1 трогРапР сопсерр т сопРтиоиз §гоирз 15 Рһе сопсерр оР IпР1 п|Рез 1 таI 
орегаРогз \л/Ысһ аге оЬРаIпес! Ьу сопз1с1епп§ §гоир е1етепРз пеаг Рһе ишР 
е1етепР Ре. е1етепРз \ллРһ зта11 а: 


С(а) = 1 + X • а + ... 


(4.8) 


Л7 = 


дС 

да; 


а=0 


(4.9) 


Тһе зеР оР орегаРогз X = (Х ь Х 2 ,..., Х п ) аге са11ес! Рһе IпР1 п|Рез 1 таI 
орегаРогз, ог §епегаРогз, \л/һ 1 сһ аге тйерепд,еп1 оР Рһе рагатеРегз а. 1Р 
\л/МI Ье зһо\л/п Ье1о\л/ РһаР еуегу §гоир е1етепР тау Ье ехргеззес! т Регтз 
оР Рһе IпР1 п|Рез 1 таI орегаРогз зо РһаР Рһе зРиЬу оР сопРтиоиз §гоирз тау 
Ье гезРпсРес) т тозР сазез Ро Рһе зРиЬу оР Рһезе IпР1 п|Рез 1 таI орегаРогз. 

Рог зта11 а апс! Ь \л/е һауе 


Г(а,Ь) 


Г(а, 0) + 


<9Г(0,0) 

дһ 


а + Ь 


• Ь 


изт§ Ер. ( 4.6). Аз а сопуепРюп, а с1оР ЬепоРез а с1оР ргобисР ог а 
зиттаРюп оуег Рһе 1о\л/ег апс! иррег уесРогз. Тһ 13 1 трһез РһаР 


С(а)С(Ь) = С(Г(а, Ь)) = С{ а + Ь) 
С(Ь)С(а) = Сг(Р{ Ь, а)) = С(Ъ + а) 
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|.е. !һе §гоир е1етеп!5 аге сотти!а!1Уе т 1һе уют!у оНһе ипII е1етеп!. 

То ге1а!е 1һе §гоир е1етеп!5 апс! !һе тЬт1е51та1 орега!ог5, \л/е 5!ис1у 
!һе ргос1ис1 С(а)(Т(Ь) 1ог ап агЫ!гагу а Ьи! зта11 Ь. То 51тр1Ту !һе 
\л/п!т§, \л/е ЬеЯпе а та!пх 


М(а) 


дГ(а,0) л/г / Ч = ЭД(а, 0) 

дъ гз [ ] дь 3 


(4.10) 


апс1 а сопуеп!юп !һа! а с1о1 оп 1һе 1е1! о! М теапз а зиттаОоп оуөг !һе 
го\л/5 мһегеаз а с1о1 оп !һе п§һ! теапз а 5итта!юп оуег !һе со1итп5. 


С(а)С(Ь) = С(Г(а,Ь)) 

= С(Г(а,0) + М(а)-Ь) 

= С(а + М(а)-Ъ) 

= С( а) + ^^-М(а)-Ь 

да 

Оп !һе о!һег һапс! 


С(а)С(Ь) = С(а)[1 + Х-Ь] 

50 !һа! 

Сг(а)Х • Ь = ^^■М(а)-Ъ 
да 

5тсе Ь аге агЬкгагу апс1 тс1ерепс1еп1 рагате1ег5, II тиз! Ье 1һа! 

С(а)Х = ■ М(а) (4.11) 

да 

Тһ 15 ериа!юп ге1а!е5 !һе §гоир е1етеп! апб 115 Ьепуа!|уе а! а 1о 1һе 
1п6п11е51та1 орега1огз X. 

\Л/е по\л/ 1гу 1о Ьпс1 ап ехр1ю! ехргеззюп ге1а!т§ С( а) 1о X. Ье! 
и = (« 1 , « 2 ,... , и п ) Ье а ит! уес!ог (и • и = 1) т 1һе рагате!ег зрасе 
апс! 1е! из рго]ес! Ер. ( 4.11) а1оп§ 1 Һ 15 ит! уес!ог: 

(Т(а)Х • и = . М(а) • и (4.12) 

да 

\Л/е <Мте а сигуе т 1һе рагате!ег зрасе Ьу 1һе 1о11о\л/т§ ериа!юп 

с?а(!) 

(Һ 


М(а) • и 


(4.13) 
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мкһ Ьоипбагу сопсһ1:юп а(0) = 0. Тһе сНгейюп оР 1һ|5 сип/е а1 Р = 0 15 
а1оп§ 1һе ипк уесРог и Ьесаизе М(0) = = 1. 11зт§ Ер. ( 4.13) 

т ( 4.12) у1е1с15 

0(а)Х-и = 

V ’ да (Л 

ЛС{ а) 

(Һ 

\л/һ 1 сһ сап Ье РогтаПу зокес! 1о §|уе 

С(а(Р)) = е <Хи (4.14) 

Тһиз, 1һе §гоир е1етеп1;5 а! Ртйе рагатеРегБ а сап Ье оЬРатеб Ргот 
1 һе шР|шРе51та1 орегаРогБ X. Тһе §1оЬа1 ргорегЕез оР Ые §гоирз аге 
6е1егттес1 Ьу 1һе тр|т1е51та1 орегаРогз X \л/һ 1 сһ аге тс1ереп6еп1: оР 1һе 
рагате!ег5 а. \Л/е һауе тас1е ап а55итр!юп, һслл/еуег, 1һа1: еуегу рот! а 
т 1һе рагатеРег зрасе сап Ье геасһес! Ьу 1һе сип/е ЬеРтес! т Ер. ( 4.13), 
Ьу 51аг1:т§ а1оп§ ап арргорпаРе сһгесРюп и Ргот 1һе оп§т. 


4.3 Ые А1§еЬга 


Тһе 1пһп11;е51та1 орегаРогБ заР15ру соттиРаРюп ге1а1юп5 апс! 1о Ртс1 Рһезе 
ге1аРюп5, \л/е сһРРегеп11аРе Ер. ( 4.11) \л/|1;һ гезрес! 1о а рагатеРег а* Рог 
еасһ сотропеп! 

дС{ а) _ ^ Г д 2 С(а) дЕ к ( а, 0) дС( а) д 2 Р к ( а, 0)' 

даг 3 ^ да,гда к дЬ 3 да к да,гдЪ 3 


Еуа1иа1т§ Шб ехрге55юп Рог а = 0, \л/е §еР 




Э 2 С(0) „ мц 

дагда 3 ^ к да,гдЪ 3 


1п1егсһап§т§ г ] апс! 1акт§ 1һе сИРГегепсе, \л/е §еР 

[Х г ,Х 3 \ = ^Х к 4 

к 


(4.15) 
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\л/һеге 

„ а 2 ^(о,о) е 2 ^(о,о) 

» даҖ дцдЬ, 1 ' ; 

\Л/е 5ее 1һа1: 1һе тһт1:е51та1 орега!;ог5 ро55е55 а с1о5иге ргорег1у ипбег 
сотти 1 а 1 ; 10 п. Орега1;ог5 ро55е55т§ Ш5 ргорег1у аге за 1с1 Рогт ап а1- 
§еЬга апс! Рог Ые §гоирз 4 15 са11ес1 Ые а1§еЬга. Рог еуегу Ые §гоир 1һеге 
15 а согге5ропсПп§ Ые а1§еЬга. 

Тһе соеРһаеп1:5 с*) аге са11ес1 1һе 51гис1;иге соп51ап1;5 апс1 1һеу аге 
риге1у 6е1епп1пес1 Ьу 1һе РипсОопБ Г(а,Ь) \л/Ысһ теап5 1һа1; 1һеу аге 

тд,ерепд,еп1 о/ апу рагЫсиһг гергезепШгоп о/ Ьһе дгоир. 

Тһе 51:гис1:иге соп51ап1:5 аге ап^уттеЫс т 1һе 1о\л/ег тсһсе5: 

4 = -4 ( 4 . 17 ) 

\А/е сап соп51гис1; БуттеЫс апс! ап1[-5утте1:пс риап!|1:1е5 Ргот 1һе 51гис- 
1иге соп51а п 15. Ву 5иттт§ сл/ег ргос1ис1:5 оР 1\л/о 51гис1;иге соп51ап1;5, \л/е 
оЬЫп 5утте1:пс таЫсеБ 


9ц = Ү^ с й с )к = 9ц ( 4 . 18 ) 

ы 

5иттт§ сл/ег ргос!ис15 оР1:һе5е та1:псе5 апс11һе 51гис1:иге соп51ап!5 у1е1с15 

(, г]к ^ 1 Ягт.С-^к ( 4 . 19 ) 

т 


\л/Ысһ аге ап1а-5утте1:пс \л/|1:һ ге5рес1 1:о ап т1егсһап§е оР 1\л/о тсһсе5. 
Тһ 15 15 Ьесаи5е \л/е һауе 1һе Ро11о\л/т§ ге1а1юп 


X! с \] с ш + с \к 



0 


( 4 . 20 ) 


\л/Ысһ Ро11о\л/5 Ргот 1һе ОасоЫ 1с1еп1:1ру 


[[А,В],С\ + [[В,С\,А\ + [[С,А],В] = 0 


1п 1һ|5 \л/ау, \л/е сап сопОпие Рогтт§ БуттеЫс апс! ап115утте1:пс риап- 
0р1е5 Ргот 1һе 51гис1;иге соп51ап15. 
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4.4 Са 81 пнг Орега^огз 

То соп51гис1: 1һе 1ггес1иаЫе гергезеп1;а1;10П5 о! а соп1тиоиз §гоир, II \л/Ш 
Ье изе!и1 1о һауе зоте орега1:огз \л/Ысһ сотти1:е \л/|1;һ а11 01 7 1;һе тһтЬезь 
та1 орега1ог5. Тһе Ье§епега1:е е1§еп!ипс1:юп5 о11һезе орега1ог5 тау 1һеп 
Ье изес! аз Ьаз1з 1ипс1юп5 1ог 1һе 1ггес1ис|Ые гергезеп1а1:юп5 Ьесаизе 1һеу 
1гапз1огт атоп§ 1һетзе1уез ипбег §гоир орега1юпз. \Л/е гесаII 1гот Сһар- 
1ег 3 1һа1: \л/һеп [' Т(С ), Н] = 0, 1һе зеЬз о! Ье§епега1е е1§еп!ипс1:юп5 о! Н 
1огт Ьаз15 зеЬз 1ог 1һе 1ггес1ис|Ые гергезеп1:а1:юпз о! 1һе §гоир (аззитт§ 
\л/е һауе 1һе 1и11 §гоир, по1 а зиЬ§гоир о! а 1аг§ег §гоир). 

Тһе 51 тр1ез1; орега1ог 1һа1 сотти1:е \л/|1:һ 1һе тһт1ез1та1 орега1огз 
X тиз! Ье аЬ 1еаз1; о! зесопс! огЬег т 1һезе орега!;огз Ьесаизе а Ппеаг 
сотЫпаЬюп о! с1еаг1у \л/Ш по! т §епега1 сотти1:е \л/ 11 һ X с1ие 10 Е^. 
( 4.15). Тһиз \л/е 1огт 1һе тоз! §епега1 Ппеаг сотЫпаЬюп о! зесопЬ огЬег 
орега!огз 

С = ^Х г Х 3 (4.21) 

ч 

Тһе таЫх д гз тиз! Ье зуттеЫс зтсе еуегу таЫх сап Ье мНиеп аз а 
зит о! зуттеЫс апс1 ап1а-5утте1:пс таЫсез апс1 1гот Е^. ( 4.15) 1һе 
ап1а-зутте1пс раг! гебисез 1о а Ппеаг сотЫпагюп о! Х г . \Л/е еуа1иа!е 
1һе соттиЬаЬюп о! 1Ыз орега1ог \л/|1:һ ап агЫ1гагу Х к : 

[С,Х Һ ] = Ү, д ч[Х^,Х һ \ 

ч 

= шх^,х к ] + [х һ х к \х 3 } 

ч 

Ч I 

41 

Тһе 1аз1 з1ер такез изе о11һе 1ас11һа1; д г] 15 зуттеЫс. II \л/е сап Һпс1 д гз 
зисһ 1һа1; Ү 1] д гз с 1 зк 13 ап1[-зутте1:пс \лл1һ гезрес! 1о 1һе т!егсһап§е г <->• I 
1һеп С 15 1һе гер и I гес! орега!ог. \Л/е һауе т Е^. ( 4.19) ап аШа-зуттеЬпс 
риап1|1;у \л/ 11 һ 1һгее тсПсез Ьи1 II туо1уез по иррег тсПсез т 1һе зЬгисЬиге 
соп51ап1:. \Л/е тау, һовдеуег, \л/г 11 :е 

/ ]гп V 

с зк = Ү^д дш1'С ]к 

гп1' 
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= X! Я 1та т]к 

пп 

\л/һеге \л/е һауе с1еһпес1 1һе туегзе о! д г] 

У 9 1т 9т1' = $11' 
т 

апс] 

Е 1' 

V 

а5 т Ер. ( 4.19) Соп1:тшп§ 1һе еуа1иа1:юп о! [С,Х к ] \л/е §е! 

[с,х к ] = 

гЦ т. 

= 2 Е [Уд 1т + 9 1] 9™}а т ] к {ВД + Х,Х г } 

г^1т 

= \ у [Уд 1т + Уд 1т ] [атзк + а.,тк\ {ВД + ВД} 

г^1т 

5тсе а тзк = —а зтк \л/е оЬ1ат [С, Х к ] = 0. 

1п §епега1, II тау Ье ро55|Ые 1о 1огт Ы§һег огбег Са51т1г орега1ог5, 
\л/Ысһ э1бо сотти1е \л/|1;һ а11 о11һе шйпһ:е51та1 орега1:ог5. Тһе 1ггес1ис|Ые 
герге5еп1:а1:юп5 о! 1һе §гоир тау Ье 1аЬе11ес1 Ьу 1һе е1§епуа1ие5 о! 1һе5е 
Са51гтг орега1огз. 1п 1һе гоЬаЬюп §гоир сЛзсиззес! 1а1ег, \л/е пеес1 оп1у опе 
Са51гтг орега!ог 1о 1аЬе1 1һе 1ггес1иаЫе герге5еп1:а1:юп5. 


4.5 ЪасМег Орега^огз апс! МиШр1е18 

Рог а §|уеп Ые §гоир, 5оте о! 1һе шйш1:е51та1 орега!ог5 тау сотти1е 
атоп§ 1һегп5е1уе5. Тһе 1аг§е51: питЬег о! ти1иа11у соттиЬт^ тһпйез- 
IтаI орега!ог5 15 са11ес1 1һе гапк о! 1һе §гоир. Ье! { Н г } Ье зисһ а зе! 
апЬ {Е а } Ье 1һе гез! о! 1һе шйш1:е51та1 орега!ог5. Ье! а1зо {Сг} Ье а 
зе! оһ Са51т1г орега!ог5. 5тсе {Сг} сотти!е мкһ { Н г } II 15 ро55|Ые 
1о сопзЬгисЬ 51ти11;апеои5 е^епзЬаЬез о! {Сг} апс1 {Нг} \л/|1;һ е1§епуа1ие5 
{С*} апс! {Я,}: 


Сг\Сг, Н г ) = С*\С и Н г ) 
ЩСг , Н г ) = ЩС и Н г ) 
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Тһе гетатт§ зе! орега1:огз { Ё а } сап Ье ехргеззеО эб 1ас1с1ег орег- 
а1огз: 

\Нг, Ё а ] = 6г а Ё а (4.22) 

Тһ 15 сап Ье Ьопе Ьу Езгтт§ а Ппеаг сотЫпаЬюп Ё а = Х г а га апс1 
гершпп§ 1һа1; 


[А.Е* 


З а З<х\ 


= е,- 


га ^ ^ X^и ^ ^ 0| , 


Ү.-Щ 


1] а 3<х 


= е,- 


га ^ ) -Ё-] ''_;а 


Зк 


У ) ^ һ У ) [с,;) ^;7> 0 * ^ ^га^ка 


Тһе соеШаеп^з аг а аге 1һе е1§епуес1огз о^1:һе з1гис1:иге сопз!:ап1з апс! с га 
аге са11ес1 1һе гоо1 уес1огз. Ер. ( 4.22) 1 трПез 1һа1: 

[Нг,Ё а \\Сг, Н { ) = 6г а Ё а \Сг, Я;) 

(Й г -Н г )Ё а \С г , Н г ) = е> а Ё а \С г , Щ) 

Щ{Ё а \С и Щ » = (Н г + е {а )(Ё а \С г , Н г )) 

|.е. Ё а \Сг, 15 а1зо ап е1§епз1:а1:е Я, Ьи1 \лл1:һ ап е1§епуа1ие (Я г +ег а ). 
Тһ 15 теапз 

Ё а \С ь Н г )=А а (С г ,Н г )\С ь Н г + е {а ) (4.23) 

Тһе сопз1:ап1:з А а сап Ье с1е1:егтIпес! Опт 1һе Ые а1§еЬга. Тһе з1:а1:е5 
§епега1ес1 Ьу 1һе 1ас1с1ег орега1огз аге 1һе с1е§епега1;е е1§епз1:а1:ез с4 1һе 
Саз1ггнг орега1огз. ТЫз 15 Ьесаизе 1һе Саз1гтг орега1огз сотти1:е \л/|1;һ 
аМ 1һе Iп^1 п|1е51 таI орега1огз апс! ^һеге^оге 1һе с1е§епега1;е е1§епз1:а1:е5 
1һе Саз 11 тПг орега1;ог5 ^огт ап Iпуаг1ап1 зиЬзрасе ипЬег 1һе тһт1:ез1та1 
орега1:огз. Ас1т§ Х г оп |Сщ Н\) гезикз т а Ппеаг сотЫпа1:юп 51а1;е5 
\л/|-1:һ 1һе зате е1§епуа1иез {С*}. 5исһ а зеЬ 0е§епега1е 51а1:е5 аге саПеО 
а ти11:1р1е1; апЬ 1һеу Еэгт ап туапап! зиЬзрасе ипЬег Ьһе §гоир орегаОопз. 

Аззитт^ 1һа1:1һе ти 11:1 р1е1 зрапз а һпйе зрасе, 1һеге тиз! Ье а зЬаЬе 
\ф+) апс1 \ф-) мкһ 1һе 1аг§ез1: апО зта11ез1: уа1иез о^ 7 {Я*} зисһ 1һа1: 

Ёа \ф+) = 0, Ёр\ф_) = 0 


И 7 Е а апс! Ёр тсгеазез апс! Ьесгеазез 1һе е1§епуа1иез. 



4.6. ЗЕММАТЮМ ОҮЕК С1ЮИР ЕЬЕМЕМТЗ 
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\Л/е а1зо һауе 


Нг,[Ё а , Ёд] — [Щ,Ё а ],Ёр\ + Ё а ,[Йг,Ёр] — (б* а + б^д) [Ё а , Ёд] 


50 1һа1: 1һе сотти1:а1:ог [Е а , Ёд] 15 |15е1Р а 1ас1с1ег орега1;ог \л/|1:һ а гоо! 
(вга + вф). II е га + е г д = 0, 1 һеп [Ё а , Ёд\ 15 а Ппеаг сотЫпаРюп оР {Щ}. 

II 15 с1еаг Ргот 1һе аЬоуе сЙ5си55юп 1һа1: 1һе питЬег оР Са51т1г орег- 
а!ог5 пеес1ес1 1о 5реаРу а ти11:ф1еР 15 ериа! 1о 1һе гапк оР 1һе Ые §гоир. 


4.6 Виттабоп оуег §гоир е1етеп!8 

Мапу оР 1һе 1һеогет5 1һа1: \л/е һауе епсоип1:егес1 туо1уе БиттаЕоп оуег 
§гоир е1етеп1;5. 1п 1 Һ 15 5 есРюп, \л/е \л/Ш 51ис1у һо\л/ 10 регРогт 1 Һ 15 5ит- 
та1юп Рог сопЕпиоиБ §гоир5. \Л/е һауе 1о гер1асе 1һе 5 иттаРюп Ьу ап 
тРе§га1 оуег 1һе рагате!ег5 т 1һе Ро11о\л/т§ \л/ау: 

53/(0)- / Йа«;(а)/(С?(а)) (4.24) 

с - 1 

ю(а) 15 а \л/е1§һр РипсЕоп с1е5спЫп§ 1һе ”с1еп511:у” оР е1етеп1:5 т 1һе ра- 
гате!ег 5расе. 

1п ргсл/т§ 5оте 1һеогет5 Рог Ртйе §гоир5, \л/е таке и5е о! 1һе геаг- 
гап§етеп1: 1һеогет. Рог 1һе5е 1һеогет5 1о гетат уаНс1 т 1һе са5е оР 
сопЕпиоиб §гоир5, \л/е ти51 гер иIге 

^ Аа гу(а)/(С(а)С(Ь)) = I Аа ш(а)/(С(с)) = ^ Ас гу(с)/(С(с)) 

(4.25) 

Ргот Ер. ( 4.3), С(а)Е?(Ь) = С(с) = С(Р(а, Ь)), апс! Рог а Р1хес1 Ь, с 15 
а РипсЕоп оР а. 

^ Аа ш(а)/(С(а)) = ^ Ас ги(с)/((2(с)) 

= I Ал |^,(с)/(С(с)) 

Сотрап50п \л/ 11 ;һ Ер. ( 4.25) §1УӨ5 
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СНАРТЕК 4. ЫЕ СК011Р8 


\л/һеге дс/да 15 1һе ОасоЫап. 

То ге1а1е а 1о с \л/е соп51с1ег а 5та11 Ь: 


с = Г(а, Ь) 

^ . <9Г(а, 0) , 

= г < а '°> + 4^' ь 

= а + М(а) • Ь 

\л/һеге 1һе таЫх М 15 ОеЕпеО а5 т Ер. ( 4.10). То Ег51 огс1ег т Ь, 1һе 
ОасоЫап 15 §|уеп Ьу 

дс д 

- = 1 + -. М (а).Ь 

Ехрапс1т§ ю( с) аЬои! а 1о Иге! огс1ег т Ь у1е1с15 


гу(с) = ю (а + М(а) • Ь) 
<9гу(а 


= ю а + 


да 


■ М(а) • Ь 


5иЬ51|1;и1;1п§ 1һе аЬоуе ехрге55юп5 т!о Ер. ( 4.26) §|уе5 


1 + й М(а) ' ь 


Ц.) + ■ М(а) ■ Ь 


да 


= ш а 


5тсе Ь 15 агЫ1гагу, \л/е 1һи5 һауе 

1 дъи(а) 


д 


За ■ М (‘) = -Л-М(а> 


ог 


д 1п ги(а) д 

_и = __.М(а).М- 1 (а) 


(4.27) 


4.7 Ко1а1юп Сгоир Н% 

А5 ап ехатр1е, \л/е соп51с1ег 1һе го1а1:юп §гоир т 1һгее сНтеп5юп5, Н 3 , 
\л/һ 1сһ о0:еп арреаг5 т тапу аррПса1:юп5 т рһу51С5, т раг11си1аг т 1һе 
1һеогу о! ап§и1аг тотеп1:ит. Тһе 1есһтрие и5ес1 т соп51тис1:т§ 1һе 
1ггес1ис|Ые герге5еп1:а1:юп5 о! 1һе гоЪайоп §гоир 15 ас1иаПу ри|1:е соттоп 
т Ые §гоир5. 
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4.7. ВОТАТЮХ СВ.ОВР Д 3 

4.7.1 1пйш1е81та1 орега1огз 

А гоРаРюп т 1һгее сНтеп5юп5 тау Ье с1епо1:ес1 Ьу Я( аа) \л/һеге а 15 1һе 
ах15 оР гоРаРюп апс1 а 15 1һе ап§1е оР ап1;|-с1оск\л/15е го 1 а 1 ; 10 п. II 15 еа5у 
5 һ о\л/ 1һа1; 

В(аа)г = соз аг + (1- соз а)(г ■ а)а + згп а (а х г) (4.28) 

Рог 5та11 а \л/е һауе йГ51 огс1ег 

К( а, а)г = (1 + о;ах)г 

= (1 + « X! а * е * х ) г 

= (1 + '^2 а г е г Х ) г (4-29) 

г 

\Л/е 1 с 1 еп 1 ;|ру 

Х х X . Х у Өу X . Х% X . 

Э5 1һе тРт!:е51та1 орега1ог5 оР 1һе гоРаОоп §гоир а550С1а!ес1 \л/|рһ 1һе 
рагате!;ег5 а х = аа х , а у = аа у апс! а г = аа г согге5ропсИп§ гоРаРюп5 
аЬои! х—, у— апс1 г— ахе5 ге5рес1Хе1у. 1п о1һег \л/огс15, \л/һеп а 15 5та11, 
1һе го 1 а 1 : 10 п сап Ье ге§агс1ес1 а5 а уес^ог 5ит оР гоРа1:юп5 аЬои! х—, у— 
апс1 ахе5. 

1п Рһе Саг1е51ап Ьа515, \л/е һауе ехрПсШу 

/0 0 0 \ 

Х х = 0 0 -1 

\0 1 0 / 

/0 0 1 
X, = 0 0 0 

\ —1 0 0 


X 


0-10 
1 0 0 

0 0 0 
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СНАРТЕК 4. ЫЕ СКОЯРЗ 


4.7.2 Сотти^аПоп Ке1а1юп8 

1п Саг1е51ап соогс1та1:е5, 1һе соттиЪайоп ге1а1юп5 1ог 1һе тһт1:е51та1 
орега1;ог5 аге 

[Х х ,Х у ]=Х„ [Х у ,Х г ]=Х х , [Х г ,Х х ]=Х у (4.30) 

Тһе 1пЛп11;е51та1 орега1ог5 аге зкеш НегтШап (Ш5 15 1гие т §епега1 И 7 1;һе 
гергезеп 1 ;а 1 ; 10 п 15 ипкагу) Ьи1 II 15 ро55|Ые 10 ОеЯпе ер и I уа 1еп1: тһт1:е51та1 
орега1ог5 ^ к = гХ к \л/һ 1 сһ аге Негт| 11 ап. Тһе соттиЪаЪюп ге1а1юп5 
Ьесоте 

\^Х1 ^ у\ ^ 4г 1 \^у> ^ ’4 Х [<7 2 , ^ x \ и у (4.31) 

\Л/е \л/Ш 5һо\л/ Ье1о\л/ 1һа1; 1һе сотти1:а1:юп ге1а1:юп5 а1зо 1о11о\л/ 1гот 1һе 
§епега1 гези 115 бепуес! т 1һе ргеуюи5 5ес1:юп5. 

\А/е соп51с1ег а гоЪайоп Я(РЪ) ^о11о\л/ес1 Ьу 7?(а:а) \л/Ысһ тау Ье аЯес!;еО 
Ьу а го 1 а 110 п Я( 70 ): 

Я( 70 ) = Я(аа)Я(рЪ) 

Тһе тат яиап!:11;1е5 10 са1си1а1е аге 1һе 1һгее 1ипс1:юп5 Р(аа,/ЗЪ) = 
7С. ЧЛ/һа! \л/е һауе са1си1а1;е аге 1һе 51:гис1:иге сопз1;аП15 <Мтес1 т Ер. 
( 4.16). 5тсе 1һе 6епуа1:|уе5 о! Р(аа, РЪ) аге 1акеп а! аа = 0 апс1 
РЪ = 0, II 15 5и1һаеп1: 10 соп51с1ег 5та11 а апс1 р. Рог 5та11 а, Я(аа) 
1а ке5 1һе 1огт: 

( 1 —а 2 а у \ 

а 2 1 — а. х 

(х у су х 1 ) 

апс1 51тПаг1у 1ог Я(РЪ). Тһи 5 \л/е һауе 

7 ?( 7 с) = Я(аа)Я(рЪ) = 

/ 1 СХуРу (ХгРг (сУ 2 р /3 2 01 у Р х ) СХ у р Р у р 01%Р Х \ 

I &2 Р Рг Т СХхРу 1 (%хР Х 07 Рг (о ж Р Рх ОС %Ру ) I 

\ (ру Е Ру Е 01 х Рр <У Х р Р х ОСуР% 1 СҮ Х Р Х СУуРу у 

Тһе 1гасе о! Я( 70 ) 15 (1 + 2 соз 7 ), тс1ерепс1еп1: о! 1һе Ьа515. Ериа1т§ 
1һ 15 мйһ 1һе 1гасе о! Я(аа)Я(рЪ) §|уе5 

1 Р 2 соз 7 3 2 ((У х Рх + а У Р У Р о 2 /? 2 ) 

1 + 2(1 — 7 2 / 2 ) = 3 — 2 (а х р х Р <у у Р у Р о 2 /? 2 ) 

7 2 (рхРх Е ОСуР у Р (У г Рг) 
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4.7. ВОТАТКЖ СВХШР 77 3 

\А/е а 1 зо кпо\л/ 1һа1: В( 70) 15 ип|1агу апс 1 II с 1 оез по! а 11 ег 70 зо 1һа1 

77(70)70 = 77^(70)70 = 70 ог 

[77(70) — 77^(7с)]7С = 0 

Тһ 15 §|уе 5 из 1 һе 1 о 11 о\л/т§ ериа^юпз: 

-С~1 У + Т?7 г = 0 
С^ х - А-/ г = 0 
~В^ Х + А^ у = 0 

А 2(07 Т Рх) Т (У-уРг С^гРу 

В 2(07 Т Ру) Т 01%Рх ОС х Рг 

С 2(07 + Рх) 7 “ О^хРу &уРх 

\Л/| 1 :Һ 7 2 = 7 ^ + 7 2 + 7 2 , 1 һе зо 1 и110п 1 о 1 һе аЬсл/е ериа^юпз 15 

7 ® = рА, 7 у = рВ, 7 * = рС 

\л/һеге 

2(о7/З ж Т а у Р у Т с^гРг) 

Р= [ А 2 + В 2 + С 2 _ 

А 51 га 1 §һ 1 : 1 опл/агс 1 а 1 §еЬга зһслл/з 1һа1: р = 1/2 1о Ппеаг огс 1 ег т а апс 1 р. 
Тһе поп-гего 51 гис 1 ;иге сопзЪапЪз аге 1һеп 

7 = <4 = <7 = 1 ( 4 , 32 ) 

\л/Ысһ §|уе5 1һе соттиЪайоп ге1а1юп5 т Ер. ( 4 . 30 ). 

4.7.3 Сазтйг Орега1ог 

Тһе Са 51 т1 г орега!ог сап а 1 зо Ье оЬ 1 атес 1 сИгес 1 ; 1 у 1 гот 1һе гезикз о! 1һе 
ргеуюиз 5ес1юп. \Л/е са 1 си 1 а 1 е 1һе таЫх д гз с 1 еһпес 1 т Ер. ( 4 . 18 ): 

= V с к с 1 
/ > ^хжхк 

Ы 

= с г с у + с у с г 

хухг 1 ххху 

= -2 


9хх 
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СНАРТЕК 4. ЫЕ СК011Р8 


Тһе 5ате гези 115 аге оЬ1аIпес! һог д уу апс! д гг \л/һегеа5 1һе о1һег таЫх 
е1етеп1;5 аге гего. Тһиз \л/е §еЬ 

= ~ д - 1 = — -8ц 

апЬ 1һе Са51т1г орега1;ог 15 1һегеһоге 

с = 

У 

= 

= -^А' 2 = ^ 2 (4.33) 

4.8 1ггес1ис1Ые Кергезеп^аИопз оГ Н% 

Тһе те1һос1 оһ соп51шс1:т§ 1һе 1ггес1ис|Ые герге5еп1а!10П5 һог 1һе го!а 110 п 
§гоир 7? 3 15 ри|1е §епега1 5тсе II 15 Ьа5еЬ оп 1һе соттиЬаЬюп ге1а!10П5 
т Ерп. ( 4.30) а1опе. Тһе те1:һос1 тау ^һегеһоге Ье аррПеЬ о1һег 
соп1тиои5 §гоир5. Бтсе еуегу го!а 110 п сап Ье ЬиМ1 ир һгот 1һе тйт1е5- 
IтаI орега1ог5, ап Iггес!ис 1 Ые 5иЬ5расе ипЬег 1һе5е шйш1е51та1 орега1;ог5 
15 а150 ап 1ггес1ис|Ые 5иЬ5расе ипЬег 1һе го!а! 10 п §гоир. Тһе 51ер5 һог 
соп51гис!|п§ 1һе 1ггес1иаЫе герге5еп1а1;10П5 аге а5 Ео11о\л/5: 

1. Тһе 5е15 оһ с1е§епега1;е е1§епуес1:ог5 оһ1һе Са51гтг орега1ог З 2 һогт 
1ггес1иаЫе 5иЬ5расе5 ипЬег 1һе Iп^1 п|1е51 таI орега!;ог5 З х , З у , апЬ З г . 
Тһе гапк К 3 15 опе Ьесаи5е 1һеге аге по 1\л/о ти1иа11у сотти1п§ 
орега1;ог5. 5тсе З 2 сотти1е5 \л/|1һ 1һе Iп^1 п|1е51 таI орега1:ог5, 1һе 
е1§епуес1;ог5 З 2 тау Ье сһо5еп 51ти11:апеои51у 10 Ье е1§епуес1;ог5 
оһ опе оһ 1һе шйпН:е51та1 орега1ог5. А5 а сопуеп1юп, \л/е сһоо5е З г . 

\Л/е соп51гис! 1һе һо11о\л/т§ 1ас1с1ег орега1ог5 

]± = З х ± гЗ у (4.34) 

\л/Ысһ тау Ье оЬ1аIпес! Ьу 5оМп§ 1һе е1§епуес1:ог5 апс! е1§епуа1ие5 
о! 7 с 1 гу С1еаг1у, 1һе 5еЬ оһ орега1ог5 3±, З г аге ер и |уа 1еп1 10 1һе 5е! 
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4.8. тЛЕВ1Ю1ВЬЕ ЯЕРЯЕЯЕЯТАТЮЯВ ОЕ Я, 

о^ орега^огз Я х , -1 у1 ,1 г . V Уе тау 1һеге7оге \л/огк \лл1:һ 1һе 7огтег зе!:. 
Тһе сотти1:а1:юп ге1а110П5 о7 1һезе орега1:ог5 аге 

[Е, </±] = ±</±, [./+, </-] = %Е (4.35) 

Тһе изейһпезз 01 7 1һе5е орега1:ог5 тау Ье зееп Ьу арр1ут§ Е 10 
3±ф т адһеге ф т 15 ап е1§епйтс1:юп о7 Т г мкһ ап е1§епуа1ие т. 

< 7 ;г(' 7 ± Фт) ( < Ль < ^г ^ < Ль )Фт 

= 3±{Е±1)ф т 
= 3±{т±1)ф т 
= (т±1)(Я ± ф т ) 

Тһ и5, ■ 1 ±фт тиз!; Ье ргорог1:юпа1 10 ф т - ы- 

2. \А/е аззите 1һа1: 1һе 1ггес1ис|Ые гергезеп1:а1;10П5 Я 3 һауе а һпйе 
сһтепзюп. \А/е сһоозе Ьа515 йтсЪюпз \л/Ысһ аге е1§епйтс1:юп5 о7 
Е- Ье! ] Ье 1һе 1аг§ез1; е1§епуа1ие о7 Е т 1 Ыб Ьаз15. Тһеп 

З+Фз = 0 (4.36) 

Тһеге тау Ье тоге 1һап опе йтсЬюп мйһ 1һе 1аг§ез1; е1§епуа1ие. 
\А/е 1;аке опе 1һезе апс1 орега1е Т_ гереа!;ес11у оп 1Ыз ^ипйюп: 

З-Ф3 = 9-1^-! 

З-Фз -1 = С3-2Ф3-2 е.1с. 

Тһе с’з аге погтаПза^оп сопзЬапЬз. 5тсе \л/е һауе аззитес! 1һа1; 
1һе сһтепзюп о7 1һе 1ггес1ис|Ые гергезеп^юпз 15 һтЬе, II тиз!: Ье 
1һа1: 7ог зоте т!:е§ег п \л/е һауе 


>7— Ф^—п 0 

Тһе ргоЫет 15 1о һ§иге ои1 \л/һаЬ п 15. 

3. У\/е зһо\л/ 1һа1; ф т 15 ап е1§епйтс1:юп о7 Е 2 Iггезрес1;|уе о7 1һе уа1ие 
01 7 т. Тһ 15 15 1о Ье ехрейеЬ Ьесаизе а зеЬ о7 Ье§епега1:е е1§епуес1:ог5 
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СНАРТЕК 4. ЫЕ СК011Р8 


З 2 Тзгт а Ьаз 1 з к>г ап Iггес!ис1 Ые гергезеп1;а1;10п. 


I 1 


31 ! + ■? + ■? 

2 ( 3 + 3 - + 3 - 3 +) + ^ 

</+</_ 3 2 — З г 
</—</+ + з 2 + 3 г 


Тһе 1аз1: 1 лл/о ге1а1:юп5 һауе Ьееп оЫ:ашес1 Ьу изт§ 1һе 1һе 5есопс1 
соттиЪаЪюп ге1а1юп т Ер. ( 4.35). 0рега1т§ З 2 оп \л/е §е1 

3 2 Ф> = {з_з + + з 2 + 1)фз 

= зи+1)Фз 

0рега1т§ 7 2 ./_ оп ф^ у1е1с1з 

3*3-Фз = 3_3 2 Фз 

= з(з + 1)3-Фз- 1 

Тһ из Фз -1 15 а1зо ап е1§епйтс1:юп З 2 \л/кһ е1§епуа1ие у(у + 1 ). 
\Л/е сап соп1тие 1һе зате ргосес!иге з1аг1;|п§ кот ф^-\ зо 1һа1; к 
■Го11о\л/з 1һа1; ф т , т — у, у — 1 ,... , у — п 15 ап е 1 §епЕиПС 110 П оЕ/ 2 
\л/кһ е1§епуа1ие у(у + 1 ). У\/е по\л/ өрегәме З 2 оп ф]- п '. 

3 2 Фз-п = {3 + 3_ + З 2 - З г )ф^ п 

= [(3 - п ) 2 - (З - п )}Фз-п 

= 0 ~ п)(г~ п - 1)фз-п 

к 'Го11о\л/з 1һа1; (у — га) (у — п — 1) = у(у + 1), \л/Ысһ 1 трПез 1һа1; 
п = 2у апс1 1һегек>ге у сап Ье ап 1 п 1 ;е§ег ог а һа 17-1 п1е§ег. 

4. Ета11у \л/е зһо\л/ 1һа1; 1һе 2у + 1 йтсһопз ф^ Ф 3 - 1 , ■ ■ ■ , ф - 3 Еэгт 
ап 1ггес1ис|Ые зиЬзрасе (ТгапзЕзгт атоп§ ^һетзекез ог туапап!:) 
ипс1ег 1һе орега1огз 3 +1 З г . к 15 с1еаг 1һа1; 1һе йтскопз 1гапз- 
к>гт атоп§ 1һетзе1уез ипс1ег апс! З г . \Л/е зһо\л/ 1һа1; 1һеу а1зо 
^гапз^огт атоп§ 1һетзе1уез ипс1ег 3 + : 

3+с т ф гп 3 4 . 3—ф т +1 
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4.9. СНАКАСТЕК8 ОР К 3 

— (>± ~ + ^г)Фт +1 

= \э{з + 1) - (■т ± I) 2 + (т + 1)]ф т +\ 

= (] ± т ± 1) (] - т)-ф т +1 

То са1си1а1:е 1һе погта1|5а1:юп сопз1;ап1;5 с т \л/е 1аке 1һе с1о1: ргос!ис! 

Ст(Фт+1, З+Фт) = 0+ГП+ 1) Ц -т) . 1)51 П§ 1һе ^ЭСП ИһаН = ./}, 
\л/е һауе 


(Фт+11 ^+Фт) = ('?+Фт+һ Фт) 

= (</_'0 Г7г -)_1, фт) 

(С)7 гфчт Фт) ^т 

Тһиз | с т | 2 = {] + т + 1)(у — т). Тһеге 15 ап агЬкгагу рһазе 1ас1ог 
т с т апс! 1һе изиа! сопуеп1:юп с!ие 10 СопЬоп апс! 5һог11еу 15 1о 
сһоо5е с т 10 Ье геаI апс) ро511|уе 50 1һа1: 


Ст = \!и + т+ 1)0’ - т ) 

(4.37) 

3+фт = \/и + т + 1)(у - т)ф т+ 1 

(4.38) 

>7 —Фт = \!{з ± гп)(] - т ± 1)фт-1 

(4.39) 


То 5иттаг15е, 1һе 1 Ггес)иаЫе герге5еп1:а1:юп5 о 1 7? 3 аге 1аЬе11ес1 Ьу В?, 
мйһ ] = 0, ±1/2, ±1, ±3/2, ±2..., \л/Ысһ 1:гап51огт 1һе (2у + 1) 
1ипс1:юп5 ф^, ф ] ~\ 1 ... ,ф~^ атоп§ 1һегп5е1уе5. 


4.9 Сһагас^егз оГ Н% 

Ро1а1юп5 Ьу 1һе 5ате ап§1е, Җа,ф) апс) К(Ъ,ф), Ье1оп§ 1һе 5ате 
с1а55 Iгге5рес1|уе о! 1һе ахе5 а апс1 Ь. ТҺ 15 ти51: Ье 1гие Ьесаи5е 1һеге 15 
а1\л/ау5 а гоЬаЬюп Я(с,ф') 1һа1: Ьпп§5 1һе ах15 а Ь ог У 1 се уег5а, 7е. 

Җа ,ф) = К^Җф^К^ф^Җф') 

СеотеЫсаПу, Җс,ф') гоЬаЬеб а Ь, К(Ъ,ф) с1ое5 а го 1 а 110 п Ьу ф аЬои! 
Ь апс) Ьпа11у Д _1 (с, ф') го!а1;е5 Ь Ьаск 10 а апс! 1һе пе1 ге5иII 15 1һе 5ате 
а5 а го 1 а!; 10 п Ьу ф аЬои! а. 
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5тсе 1һе сһагайегз с4 гергезеп1:а1:юп5 Ье1оп§т§ 1һе 5ате с1а55 аге 
1һе зате, II 15 зиШаепЬ 1о сопз1с1ег 1һе сһагайегз оР К~. \А/е сопзЮег 
1һе зиЬ§гоир К г сопз 1 з 1 :т§ оР го1а1;10П5 аЬои! Рһе 2-ах15. ТЫз зиЬ§гоир 15 
АЬеПап апс! 1һе 1ггес1ис|Ые гергезеп1:а1;10П5 аге 1һегеРоге опе сИтепзюпа!. 
\Л/е гер и I ге Н(г, ф)К(г, 8ф) = Н(г,ф + 8ф). Ехрапс1т§ Ьо1һ з1с1ез т 8ф 
\л/е §е1 


К(г,ф )(1 + 8 фК\г, 0 )) = П{г,ф) + 8 фК'{г,ф) 
Й(г, 0 )Я(г,ф) = К'(г,ф) 

Тһе зо1 и110п 15 К(г,ф) = с ехр(К'(г, 0 )ф). Рог а ипкагу гергезеп1;а1:10п, 
\л/е тау сһоозе с = 1 апс1 Ргот 1һе Ьоипс1агу сопсН1:юп Н(г, ф) = К(г, ф + 
2 п), \л/е ЬеЬисе 1һа1 К'(г, 0 ) = —гт адһеге т 15 а розШуе ог пе§а1|уе 
1 п1е§ег. Тһиз 1һе 1ггес1ис|Ые гергезеп1;а1:10П5 оР К~ аге 

Я™(ф) = ехр(-гтф) (4.40) 

1аЬе11ес1 Ьу т = 0, ±1, ± 2 , ... апс1 1һе ап§1е ф. Тһезе аге а1зо 1һе е1§еп- 
Рипс1:юп5 оР 1һе IпР1 п|1ез1 таI орега1:ог мкһ е1§епуа1иез т, аз тау Ье 
еазПу уег|РеО. 

II 15 с1еаг 1һа1; гергезеп1:а1:юп К^(а,ф) 15 геЬисПЫе ипс1ег Рһе §гоир К~ 
апс! Ьу сһоозт§ Рһе 2-ах15 а1оп§ а, 4 тау Ье Ьесотрозес! аз 

К>{а,ф) = К^(ф)®К^ + \ф)® ...®КЦф) 

т=2 

= ]Г ®ДГ(«Й 

т=-з 

Тһиз Рһе сһагасРег 13 §|уеп Ьу 

пг=з 

Х^{Ф) = ^ ехр(-гтф) 

тп=-з 

= 3{П 4 + РМ. (4 41 ) 

згпф /2 ' ' ' 

\л/Ысһ 15 еазПу оЬРатес! Ргот Рһе §еотеРпс зепез Рогти1а 8 п = 

аг к = а( 1 — г п )/( 1 — г) \л/|1;һ п = (2у + 1), а = ехр[г]ф), 
апс! г = ехр(гф). 
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4.10 Тһе Үес1ог-СоирНп§ Тһеогет 

Тһе сНгес! ргос1 ис1 о! 1\л/о 1ггес1иаЫе герге5еп1:а1:юп5 о 1 Л 3 ге!егпп§ 10 1һе 
5ате гоЬаЬюп ф аЬои! а §|уеп ах15 а 15 §|уеп Ьу 

К һ { а, ф ) ® П һ ( а, ф) = ^2 ®с 3 Я 3 ( а, ф) (4.42) 

1 

То %иге ои11һе сое!Рюеп1 с 3 \л/е изе 1һе {ас! 1һа1; 1һе сһагас1:ег о! а сһгес! 
ргос!ис! гергезеп1:а1;10п 15 1һе ргос1ис1: о! 1һе сһагас1ег5 о! 1һе IпсЛУ1с1 иаI 
гергезеп1:а1:юп5: 


Х п (а,ф)х 02 (а,ф) = ЦӨс^(а ,0) 

1 


Тһе 1еТ1; һапс1 51с1е 15 §|уеп Ьу 


л 


31 


х һ х һ = Е Е 

Ш 1 =—^1 ГП 2 =—32 


^-гтгф е -ггп2<1 


— ^ е г(.31+һ)Ф _|_ е г(Һ+31~1)Ф _|_ _)_ е -*0'1+12)</>| 

_|_ | е *Сп+.72-1)0 е *(л+12-2)0 _|_ е ~г{һ+32-3)ф | 


о * 0 ' 1 + 12 - 1 )</< 4 _ р *(л+ 12 - 2)0 
I.' 

+ ... 

_)_ ^4^1 31)Ф 

= X 


_|_ е *(л- 12 - 1 )Ф _|_ _|_ е ~г(Һ-Һ) 


— л/ 31+31 _|_ ^Л+^2-1 _|_ _|_ ф1~Һ 


а55ит1п§ 1һа1; у4 > у 2 мйһои!: 1озз о! §епегаП1:у. Тһеге1оге у4 — у 2 Ьесотез 
|у 1 — у 2 | т 1һе §епега1 сазе. Сотрапзоп мкһ 1һе ргеуюиз ериа 110 п зһо\л/з 
ИһаН с 3 = 1 1ог ] = + у 2 , ]х + у, - 1, ... + |.у 1 - у 2 \л/һ1сһ у1е1с15 1һе 

уес!ог-соир1т§ 1һеогет: 


31+32 

Я 31 (а, 0) ® Я 32 (а, 0) = ^ 0 Д* (а, ф) (4.43) 

./ 11 - 12 ; 

Тһе го1а1:юп §гоир 15 са11ес1 51 тр1у геЬиаЫе Ьесаизе т 7 = 1. 
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4.11 С1еЬ8сһ-Согс1ап СоеШс1еп18 

Аз сЛзсиззес! т зесйоп 3.11, а ргос1ис1: о11\л/о 51:а1:е5 1гап51огтт§ 

ассогс1т§ 1о 1һе ргос1ис1; герге5еп1:а1:юп 77 710 - 72 о! 1һе го1а1:10п §гоир тау 
Ье ехрапс1ес1 эб 1о11о\л/з: 


ф(т ъ т 2 ) = ф^ф 3 ^ =Е ф МК.т 2 ) 

лм 

\л/һеге 1һе С’в аге 1һе С1еЬ5сһ-Согс1ап сое1Паеп1:5 \л/Ысһ 1огт а таЫх 
1һа1: Ьпп§5 1һе ргос!ис1 гергезеп 1 ;а 1 ; 10 п В п 1п1;о 1һе Ыоск сНа§опа1 1огт 
(зес1:юп 3.4, Тһеогет 3): 

ТЭЗ\ Г>32 

?//' т \ 1 т' 2 т2 

Һ+32 

= ^2 Л ^м'( т 1> т 2)^м'м^м ( т ъ т Ф) (4.44) 

Л=\Һ—р\ ММ 1 

Тһ 15 ехрапзюп 15 кпо\л/п аз 1һе С1еЬзсһ-Согс1ап зепез. N 0 ас1сП1;10паI 1аЬе1 
15 пеес1ес1 т С Ьесаизе 1һе гоЪаЪюп §гоир 15 51 тр1у гебиаЫе. \А/е һауе 
с1 горрес! 1һе с1ерепс1епсе оп ;}] апс1 ) 2 1ог с1ап1:у. \А/е тау а150 \л/г 11 ;е, изт§ 
1һе ипкагйу о! С 


ф м = X! С 3 м (т ъ т 2 )ф(т ъ т 2 ) 

777-1 ,777-2 


Тһиз 


С 3 м (т ъ т 2 ) = (ф{т ъ т 2 ), Ф^) 


5тсе 1һе пе\л/ 1ипс1:юп5 Ф^ аге ог1һопогта1, \л/е һауе 


Е \См(гт,т 2 )\ 2 — 1 

777-17712 


(4.45) 


(4.46) 


(4.47) 


Ву арр1ут§ 10 Ьо1һ 51с1е5 о! Ер. ( 4.45), II 1о11о\л/з 1һа1; Сф (т 1 , т 2 ) = 0 
ип1е55 т = т\ + т 2 апб 1гот 1һе уес1ог-соир1т§ 1һеогет \л/е а1зо һауе 

\л - .Ы < ^ < 3\ + 32- 


См( т 1 ,т 2 ) = 0 ип1езз 


М = т 1 + т 2 ог 
1.71 -,72| < •/ < .71 + .72 


(4.48) 
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\Л/кһ 1һе Сопс1оп апс1 БһогОеу рһазе сопуегШоп 

^+'Фт ■^■3,+т'Фт+1 

^Зг—тФт— 1 


\л/һеге 


А^т = \/й - т)и + т + 1), = А^ | т |>у = 0 (4.49) 

1:һе С1еЬзсһ-Согс1ап сое1Пс1еп1:5 Ьесоте геаI. 

Тһе С1еЬ5сһ-Согс1ап сое1Пс1еп1:5 1ог Ьхес1 у4 апс! ) 2 апс1 а сһоБеп ^ сап 
Ье са 1си 1а1:ес1 1гот гесигБюп ге1а1;10П5 оЬ1атес1 Ьу арр1ут§ апс1 7 + 
Ьо1һ 51с1е5 о! Е^. ( 4.45): 

А^-М^М -1 

= Ү С м ( п Ь п 2 ) [ 4й,-Щ^( П 1 - П 2 ) + А һ _п 2 ^(П 1 , П 2 - 1) ] 

П 1 П 2 


-4./,+л/Фд /+1 

= X! с м( п ъ П 2 ) [ А һ&П1 'ф(п 1 + 1, п 2 ) + 4,+«2 ^(«ь п 2 + 1) ] 

П\П2 

Такт§ 1һе с1о1: рго<4ис1 \л/|1:һ ■0(ш1,т 2 ) апс! зеНт^ М —> М + 1 апс1 
М —> М — 1 т 1һе йгз1 апс! Бесопс! е^иа1:^оп аЬоуе \л/е 1һе гесигБюп 
ге1а1юп5: 


А/,+мСм(тьт 2 ) = 

+ 

А } -мСм(т 1 ,т 2 ) = 

+ 


^ 1 )+т 1 См+ 1 (га 1 + 1 ,^ 2 ) 

Л'2,+т 2 С'м+1(т1,Ш 2 + 1) 
ГП1 См- 1 (т 1 - 1,Ш 2 ) 

А]2,—ГП2 С м -\{гп ъ т 2 - 1 ) 


(4.50) 

(4.51) 


То 51тр1И г у 1һе псЛаЪюп, \л/е һауе Огоррес! 1һе зирегзсг!р1: ^ 5тсе II 15 
0хес1. Тһеге 15 ап атЫ§ш1:у т 1һе 51§п апс! 1Ыз 15 0хес1 Ьу сһоо5т§ 1һе 
сопуепОоп 1һа1; 


СЛЯ, ■/ -:/|) > о 


(4.52) 
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Аз ап ехатр1е \л/е еуа1иа!;е 1һе С1еЬзсһ-Согс1ап соеНюеп^з 1ог а §|уеп 
]2 = 1/2 \л/һ 1 сһ §|уез розз|Ые уа1иез о! ./ = Һ ~ 1/2, Һ + 1/2. То 
51тр1Н г у 1һе по 1 а 1 ; 10 п 1иг1һег, \л/е с1 гор 1һе зесопс! аг§итеп1; т С зтсе 
4 сап Ье оЬЫпеЬ Ьу зиЬз1:гас1:т§ 1һе һгз! аг§итеп1 1гот 1:һе зиЬзспрЬ. 
\Л/е сопз1с1ег 1һе сазе ./ — — 1/2. \Л/ кһ тп 2 = ±1/2 \л/е §е! 1гот 1һе 

гесигзюп ге1а1:юпз 


АфмСм(М — 1 / 2 ) = А^ 1М _1/ 2 См+1(М + 1/2) 

А^-м-1См+1(М + 1 / 2 ) = А^_м-1/2См(М — 1 / 2 ) 

± ^^ 2 _1/ 2 См+\{М ± 1 / 2 ) 
А^м-\См-\(М — 1 / 2 ) = А^ 1уМ _ 1 / 2 См{М + 1 / 2 ) 

± А] 2 ,-1/ 2 См{М — 1 / 2 ) 

А^-мСм(М + 1 / 2 ) = А^_ м _1/ 2 См-\{М — 1 / 2 ) 

Тһезе аге 1оиг Ппеаг ериаТаопз мйһ 1оиг ипкпомпз Ьи1 зтсе 1һе ериа1юпз 
аге һото§епеоиз, 1һе зо1и110пз сап оп1у Ье ехргеззес! аз га1юз. Но\л/еуег, 
1 һе ас1сИ1:юпа1 сопсН^оп т Ер. ( 4.47) Ье^егттез 1һе аЬзо1и1е та§т1:иЬе5 
апс1 сопЬйюп 4.52 һхез 1һе 51§п. 51гт1аг1у \л/е сап §епега1е 1һе гесигзюп 
ге1а1юпз 1ог ./ = ) 2 ± 1/2. Тһе зо1и1юпз т сотр1е!;е по1а1:юп аге 

Сй ±1/2 (М- 1/2,1/2) 

СЙ ±1/2 (М + 1/2,-1/2) 

Тһе С1еЬзсһ-Согс1ап сое!Рюеп15 сап Ье а1зо са1си1а1ес1 Ьу изт§ 1һе 
рго]ес1юп орега1ог: 


1 31±М + 1/2 
2 л ± 1 

'һ Т м + 1/2 
2.71 + 1 


Р- 7 


ин= п 

кф^ КфЗ 


Р - К(К + 1) 
_./(</ ± 1) — К(К + 1)_ 


(4.53) 


\л/Ысһ \л/һеп аррһес! 10 - ф т1 , т2 ^N1 апп1ҺМа1;е а11 сотропеп1:5 ехсер! 
СмЦ,т 2 )Фм \л/һеге М = гпх + т 2 \ 

Р 3 г ф т1 ,т 2 = с( г (Ш1, т 2 ) Ф м 

СмК,Ц)См( т Ь т 2 ) = ('Фт' 1 ,т' 2 ,Р' Т 'Фт 1 ,т 2 ) 
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\А/е еуаIиа 1 е Р'^ф тл ,т 2 . изт§ 1 һе 1с1еп1;|1;у 7 2 = 7_7 + + 7,(7, + 1): 
РкФтит* = №+1)-К(К+1)]- г 

^ — 1 “Ь ^32,тп2- / ^32,—'пг2 — 1 

+М (М + 1) — К(К + 1) } 'ф (ттл, т 2 ) 

+ Л1.Ш1 А һ ^т 2 'Ф{т 1 + 1, т 2 - 1) 

+ 4 , т 2 А л ,- т 1 ^(т 1 - 1 , т 2 + 1 ) ] 


= [7(7 + 1)-АХА^ + 1)]- 1 
х [ { (л - ^Жл + Ш 1 + 1) + (л - т 2 )(л + т 2 + 1) 
+М(М + 1) — К(К + 1) } г ф{гп1, т 2 ) 

+ ү (л - пл)(л + Ш 1 + 1)(л + т 2 )(л - «2 + 1) 
Х'ф(гп1 + 1, т 2 — 1) 

+ \/(л - «л)(л + т 2 + 1)(л + пл)(л - гщ + 1) 

х- 0 (ш! - 1 ,т 2 + 1 ) ] 


\Л/е еуа1иа1;е 1 һе ргеуюиз ехатр1е изт§ 1 һе ргсцесЛоп орега 1 ;ог 
те1һос1. Соп51с1ег 1 һе сазе 7 = л — 1/2, т 2 = —1/2 гп\ = М + 1/2. 
\Л/е һауе Р 7 = Р ? / +1 , 2 зтсе 1 һеге аге оп 1 у 1 \л/о розз 1 Ые уа 1 иез о! 
К — л ± 1/2. Тһиз, 

| С+ 1/2 (М+ 1/2,-1/2)1= 

= №(М + 1/2, -1/2), Р’;~Вф(М + 1/2, -1/2)) 

Л + М + 1/2 
2л + 1 

11зт§ 1 һе 51§п сопуегЛоп т ( 4.52) \л/е §е 1 


СЙ“ 1/2 (М + 1 / 2 ,- 1 / 2 ) 


/л + М + 1/2 
2/1 • 1 


Ьесаизе II тиз!; Ье розААе \л/һеп М — л — 1/2. У\/е а1зо һауе 


Сй~ 1/2 (М - 1/2,1/2) Сй~ 1/2 (М + 1/2, -1/2) 
\/ (л + М + 1/2) (^1 — М + 1/2) 

— ( 2^1 + 1 ) 
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50 1һа1: 


С!Г 1 / 2 (М- 1 / 2 , 1/2 = 

т а§геетеп1 \л/ 11 ;һ 1һе ргеуюиз гезикз. 

Тһе §епега1 1огти1а 1ог 1һе С1еЬзсһ-Согс1ап соеЯ7аеп1:5 һаз Ьееп еуа1- 
иа1ес1 Ьу \Л/ 1 §пег (Сгирреп1:һеопе, \Ле\л/е§-\/ег1а§, Вгип5\ллск, 1931 ог т 
1һе 1гап51а1ес1 уег5юп, Сгоир Тһеогу, Асабегтс Ргезз, №\л/ Үогк, 1959). 
\Л/|§пег’5 с1озес1 ехрге55юп 15 


С М(^1 ) ^ 2 ) *М,т 1+ т 2 У^1Т1 


X 


X 


^ 1 У± , 7/61 -Г'»ь 2 ү 1 

(.7 + Һ - Һ) ! ( I ~ Һ + Һ) ! Стх + 42 -■/)!(■/ + М) ! (.7 - М) ! 
\] (41 + 32 + + 1)!(л - гщЖл + тҖз2 - т 2 )!(у 2 + т 2 )! 

^ (-1)^2+ ш 2 (у 2 + 3 + т 1 - г/)Кл - тх + г/)! 


г/! (Т- Л + ]2 - г/)!(7 + М- ЖК^ + Л 


42 - М)! 
(4.54) 


Касаһ (С. Касаһ, Рһуз. Кеу. 62, 438 (1942)) бепуес! а тоге 5утте1г1са1 
1огт: 


^м(®Ь ^ 2 ) &М,т\+т2 \^2</ Т 1 


X 


(41 + 42 ^ ҖҖ/ + 31 - лҖУ + 42 - л)! 

\ (л+42 + </ +1)! 

х ^(41 +т!)!(л - т!)!(у 2 + т 2 )!(у 2 - т 2 )!(Т + М)!(Т - М)! 

х у' 1 _ 

^ 1 (41 +32 - ^ - г /)\{ з1 - т 1 - и )\( з 2 + т 2 - и )\ 


х 


(+ - 42 + ГП 1 + г/)!(7 - 31 - т 2 + г/)! 


(4.55) 


Тһе 171051: 1гериеп1:1у и5ес1 С1еЬ5сһ-Согс1ап соеЯчаеп^ аге 1аЬи1а1:ес1 т 
тапу Ьоок5 оп а1от1с рһу51С5. 
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4.12 8рһег1са1 Нагшошсз 


\Л/е \ллзһ Ьо ЯпЬ ехрНск Ьаз15 йтсЯопз Язг 1:һе 1ггес1иаЫе гергезеп^аЯопз 
1һе гоЪаЪюп §гоир. То с1о 1:һ 15, \л/е пеес! 10 кпо\л/ 1һе Яэгт 1һе Iп7|п|1:е51- 
та1 орега1огз т ТтсЬюп зрасе. \А/е Яэгт ап орега1ог гергезеп1:а1:юп оНһе 
§гоир е1етеп1:з, Я —> Т(Я), апс1 5Ьис1у 115 еЯРес1: оп ап агЬкгагу пс 110 п 
ф(х,у,г). Р1Г51 \л/е соп51с1ег а зта11 гоЬаЬюп аЬои! 1һе г-ах 1 з: 


Т(К( чъ))ф{х,у,г) 


Ф^^Ы) (х,у,г)) 

ф(х + -гу,у-^х,г) 

г ( д д\ 

1 +7 Һ/д- х— 

\ ох ау) 


ф(х,у,г) 


Тһе зате ргосес1иге сап Ье аррПес) 10 1һе х- апс1 у-ахез. Тһе Iп71 п|1;е51 таI 
орегаЬогг т йтсЬюп зрасе аге ЬһегеЯэге 

л=< ( 4 -%) (4 - 5б) 

( д д \ 

х = 1 [ х ш ~ г дф (4 ' 57) 

( д д \ 

Х = 1 {%- у Тг) (4 ' 58) 

Тһезе аге 1с1еп1;1са1 1һе ап§и1аг тотеп1:ит орега1огз т риап1ит те- 
сһатсз. 

Тһе ргосес1иге Яэг сопзЬгис1:т§ 1һе 1ггес1ис|Ые гергезеп1а1:юпз 7? 3 

1е11з из 1һа1: \л/е зһоиИ з1аг1; \л/|1;һ ап е1§епйтс1:юп Л г апс! Л 2 апс! 1һеп 

\л/е арр1у 1һе 1ас1с1ег орега^огз гереаЬесНу т огЬег 1о зрап 1һе 1ггес1ис|Ые 
зиЬзрасе соггезропсһп§ а зеЬ с1е§епега1;е е1§епуес1;огз Л 2 . Тһе з1т- 
р1ез1 Рипс 110 п, о1һег 1һап а сопз!;ап1, 1һа1; опе сап 1һтк оПз х — гу \л/һ|сһ 
15 ап е 1 §епРипс 110 п Л г мйһ е1§епуа1ие —1 апс! II 15 а1зо ап е1§епйтс1:юп 

Л 2 . Риг1һегтоге, 


Л— {Л х 7 /^) {х гу) 0 

\л/һ 1 сһ 1 трһез 1һа1; (х — гу) һаз 1;һе зтаПез! уа1ие т атоп§ 1һе с1е§еп- 
ега1е е^еп^ипсЯопз Л 2 . То §епега1е 1һе 1ггес1иаЫе зиЬзрасе, \л/е арр1у 
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1һе орега1ог Т + гереа1ес11у оп (х — гу) иП1М II уатзһез: 

Т + (ж — гу) = 2г 

,]+% = — (х + гу) 

4+{х + гу) = 0 


(х—гу), г, апс) — (х+гу) 1һиз 1огт ап Iггес!ис 1 Ые зиЬзрасе \л/|1;һ е1§епуа1иез 
о! З г ериа1 1о т = —1,0,1 гезрес1ауе1у. \Л/е 1 ттес 1 |а 1 :е 1 у гесо§тзе 1һа1; 
Шз зе! соггезропс1з 1һе у — 1 гергезеп1:а1:юп мкһ е1§епуа1ие о! ,/ 2 ериа1 
1 о у (у +1) = 2, аз тау Ье еазПу уепһеЬ. Тһезе 1ипс1:юп5 аге ргорог1:юпа1 
1 о 1һе зрһепса! һагтотсз 1ог / = 1. 5тсе -г 2 = х 2 + у 2 + г 2 13 туапап!: 
ипс1ег гоЬаОоп, \л/е тау сһоозе г = 1. 1п ро1аг соогсИпа^ез, \л/е 1һеп һауе 
г = соз Ө, у = згп Ө згп ф, апО х = згп Ө соз ф, зо 1һа1: 


Үг 1 = 


87Г (х + гу) = 


згп Ө е 1<1> 

о7Г 


Ү 1 - 
2 о — 


-А г 
4тг ^ 


соз Ө 

47Г 


Ү—1 = 


1г (х - гу) = 


1 ^ згп Ө е 


\л/Ысһ аге 1һе зрһепса! һагтотсз Ү г 1 п 1ог I = 1. Тһе погтаПзаОоп соп- 
з1ап1:з аге с1е1:егттес1 Ьу т1:е§га1:т§ 1һе зриаге о! еасһ йтсОоп оуег 1һе 
зоПО ап§1е апО гершпп§ 1һе т!:е§га1 Ье ипйу. Ш§һег I зрһепса! һаг¬ 
тотсз тау Ье §епега!;ес1 т 1һе зате 1азЫоп Ьу арр!ут§ 1һе орега1ог 
^ + оп ( х — гу) 1 гереа1еЫу апс1 погта1|зт§ 1һе гези11:т§ ТлпсОопз аз ]из! 
тепОопес! аЬоуе. Тһеге 13 ап атЫ§ш!:у т 1һе 51§п. Аз а сопуегШоп, 1һе 
зрһег 1 саI һагтотсз аге Ьеһпес] зисһ 1һа1; 


Ү-1 = 


/( 20 ! 121 + 1 


2 Ч\ 


Ап 


X 


гу) 1 


(4.59) 


\л/Ысһ һхез 1:һе 31§п. 

Тһе зрһепса! һагтотсз 1ог еасһ / 1огт ап 1ггес1иаЫе зиЬзрасе ипЬег 
гоЬаЬюп апс1 1:һеге1оге ргоуЮе ап 1ггес1ис|Ые гергезеп 1 ;а 1 ; 10 п о! 1һе гоЬаОоп 
§гоир /? 3 . 11пс1ег гоЬаОоп, 1һе зрһепса! һагтотсз 1:гапз1огт атоп§ 1һет- 
зекез \л/ 11 ;һ 1һе зате I. Т\л/о зрһепса! һагтотсз \л/|1:һ сШГегеп!; / уа1иез \л/Ш 
пеуег 1;гапз1огт 10 еасһ о1һег ипЬег го 1 а 1 ; 10 п Ьесаизе 1һеу Ье1оп§ 1о 1;\л/о 
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сИзЬтс! 1 ггес!ис 1 Ье зиЬзрасез оНһе го 1 а 110 п §гоир. Тһ 15 теапз 1һа1; \л/е сап 
с1есотро5е ап агЫ1;гагу Рипйюп /( г,Ө,ф ) т1о 1һе 1ггес1ис|Ые зиЬзрасез 
Рогтеб Ьу 1һе зрһепса! һагтотсз аз 1о11о\л/з: 

/(г, ө,ф) = ^2 Ыг)Ү^(ө, Ф ) 

1 т 

Ргот 1һе беНпШоп о! 1һе зрһепса! һагтотсз II 15 еазу зһслл/ 1һа1;: 


үцо.ф) = 

121 + 1 

V 4тг <5т ’° 

(4.60) 

ҮЦ»,Ф) = 

\] 4ж Р,(стӨ) 

(4.61) 


Тһе 1аз1: ериа 110 п тау Ье 1һои§һ1: о! аз 1һе с)еһт1:юп о! 1һе 1_е§епс1ге 
ро1употЫз. 

\Л/е сап по\л/ Ьепуе зоте изе!и1 1с1еп1;|1;1е5 һи! Ягз1 \л/е \л/Г11;е с1о\л/п 1һе 
1гапз1огта1:юп о!зрһепса! һагтотсз ипс!ег ап агЫиагу го 1 а 1 ; 10 п Н т 1һе 
1о11о\л/т§ \л/ау: 

т(н)үЦө.ф) = үЦө',ф') = ХХ'(«, Ф)+, т (4.62) 


үЦв.Ф) = Е < т 'Үш'(е',Ф') ( 4 . 63 ) 

т '=—1 

адһеге Я 1 т , т 15 1һе 1ггеЬис1Ые гергезеп1:а1:юп о! а гоЬаЬюп К т 1һе зрһег- 
1са1 һагтотсз Ьаз1з. \Л/е 1аке 1һе рот! о! у\е\ы 1һа1; (Ө,ф) апс1 (Ө',ф') 
соггезропс! 1һе зате рһуз1са1 ротЬ, һе. II 13 1һе соогсИпа!;е зуз1:ет 
\л/Ысһ 15 го1а1:ес1. Сопз1с1епп§ а ротЬ (Ө,ф) = (Ө~,ф г ) оп 1;һе го1а1;ес1 х 
ах15 соггезропсИп§ Ьо Ө' — 0 \л/е 

я‘ т0 = ф4^ҮЖФ>) (4.64) 

II 1о11о\л/з 1ттесИа1;е1у Ьу зиЬз 1 | 1 ;и 1:1 п§ 1Ыз т1о Е^. ( 4.62) 1ог т — 0 ЬһаЬ 

ү №'’ф' ) = \[фгҺ Ё уЦ«,ф)үЖф,) 

' т =—1 


(4.65) 
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Ву Ер. ( 4.61) \л/е §е11һе ас1сЛ1;10п 1һеогет 

Ант ^ 

р,(со3 ө ' ] = ЙТТ ^ (4.66) 

т=—1 

Рог 1һе зресЫ сазе о! Ө = Ө г апс! ф = ф г \л/е һауе Ө' = 0 зо 1һа1: 

Ё ү ш(в,Ф) ү Це,Ф) = 21 ^ф 

т=—1 

Тһиз 1һе риап1а1:у оп 1һе 1е0: һапб з1с1е 15 туапап!: ипбег го^аОоп зтсе 
1һе ( Ө , ф) 15 агЬкгагу. 

А ргос1ис1; о! 1\л/о зрһепса! һагтотсз иапзЕзгтз ассогсИп§ 10 1һе сРгес! 
ргос!ис! гергезеп1а1:юп \л/һ 1 сһ 13 т §епега1 гебиаЫе. 11зт§ Ер. ( 4.64) т 
Ер. ( 4.44) \л/е оЫ:ат 


ү ^(в,Ф) ү ^е,Ф) 


һ+һ 

Е 


Ь=\һ-һ\ 


N 


(211 + 1 ) ( 2/ 2 + 1 ) 

4тг(2Ь + 1) 


х С^(0,0)С^(т 1 ,т 2 )Үм((Ө,ф) 


(4.67) 


\л/һеге М = Ш 1 +т 2 . Егот 1Ыз \л/е сап еуа1иа!:е 1һе 1гериеп11у епсоип!;еге6 
Iп1е§гаI о11һгее зрһепса! һагтотсз: 


/ 



N 


( 2/1 + 1)(2/ 2 + 1) 
4тг(2Ь + 1) 


Сц (0,0)67^(7711, т 2 ) 


(4.68) 



Сһар1ег 5 

АДОНИС РҺу81С8 


Тһе НатПЬотап // о! ап а1от т 1һе аЬзепсе о! ех1егпа1 һеИ5 15 §|уеп Ьу 



Й = ү^[и - 2/п] + 1/2 Е 1/гц + Е С{п)1г ■ 3* 

г гф] г 

(5.1) 

11 15 и5е!и1 1о Ьгеак ир Й а5 1о11о\л/5: 



Й = Й 0 + Й 1 + Й 2 

(5.2) 

\л/һеге 

Й 0 = Е М Г 0 = Ев “ 2 / Г * + Ү е/Л Г г)\ 

г % 

(5.3) 


& = 1/2 Е 1 ЛХ - 2>«//(п) 
гфз * 

(5.4) 


Й 2 = Е^'Т)1'«/ 

(5.5) 


г 


У е ң 15 а 5рһепса11у 5утте1:пс 5т§1е-раг1(1с1е ро!еп 1 ; 1 аI. Тһе геа50п 1ог 1һе 
аЬоуе Ьм5юп о! Й 15 1һа1: Й 0 15 а 5т§1е-раг1(1с1е орега1ог \л/һ|сһ сап Ье 
5о1уес1 еа5Пу. Ву сһоо5т§ У е ң арргорпа!е1у, Н\ тау Ье тас1е 5та11 50 
1һа1: II сап Ье 1геа1;ес1 а5 а рег 1 игЬа 1 ; 10 п. Й 2 15 и5иа11у 5та11 апс1 сап а150 
Ье 1геа1;ес1 а5 а рег1игЬа 110 п апс! \л/е а55ите 1һа1; Й 2 « Й г . 

Тһе оЬ]ес 11 Уе о! 1һе рге5еп1 сһар!ег 15 10 5е! ир 1һе Нагткотап та- 
1пх апс1 ехр1о11; 1һе 5утте1гу ргорег1ае5 о! 1һе НагтКотап Ьу теап5 о! 
§гоир 1һеогу т огЬег 1о 51тр1И г у оиг 1а5к. \А/е соп51с1ег 1һе 1егт5 т 1һе 
Нагткотап опе Ьу опе 51аг1:т§ \лл1һ Й 0 . 
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5.1 Я 0 


Н 0 Һа5 Р\л/о ктск оР зуттеРгу. к 15 туапапр ипбег регтиРаРюпз оР Рһе 
е1есРгоп соогсПпаРез (шсНзРшзшзһаЬПку) апс1 ипс1ег зерагаРе го1а1:10П5 оР 
Рһе е1есРгоп соогсПпаРез. Тһе е1§епРипсРюп5 оР Н 0 тиз! РһегеРоге Рогт 
Ьа515 РипсРюпз Рог Рһе 1ггес1иаЫе гергезепРаРюпз оР Рһе регтиРаРюп апс1 
го 1 а 1 ; 10 п §гоирз. Рог а регтиРаРюп §гоир оР N е1етепР5, 1һеге 15 а1\л/ауз а 
опе-сИтеп5юпа1 1ггес1ис|Ые герге5еп1;а1:10п \л/һозе Ьазк РипсРюпз аге РоРаПу 
апР|-5уттеРпс, теапт§ РһаР Рһе РипсРюпз сһап§е 51§п \л/һепеуег Р\л/о со- 
огсПпаРез аге тРегсһап§ес1. 1р Ьоез поР Ро11о\л/ Ргот §гоир Рһеогу РһаР Рһе 
е1§епРипсРюпз оРРһе НатПРотап зһоиИ Ье РоРаПу апР|-5уттеРпс Ьи1 Рог 
Регтюпз, 1һе5е аге Рһе оп1у опез Роипс! т паРиге (РаиП рппар1е). Тһезе 
апР|-5уттеРпс РипС1 1 оп5 сап Ье \л/гкРеп тозР сопуетепР1у аз 51аРег с1е- 
РегттапРз \л/Ысһ аге Ппеаг сотЫпаРюпз оР Пг^г( г *)' \л/һеге һофг = е^р г , 
\ллРһ Рһе соогсПпаРез регтиРес!: 




1 

71 


М 1 ) 

^ 2 ( 1 ) 

... ф г ( 1 ) 

М 2 ) 

^( 2 ) 

• •• фг(2) 

М2) 

М2) 

... ф г (2) 


(5.6) 


\Л/е һауе 1аЬе1ес1 Рһе соогсПпаРез гу Ьу г Рог 51трПску. Таке Рог ехатр1е 
Рһе 51 тр1ез1; поп-Ргма1 сазе оР Р\л/о е1есРгоп5. Тһе 51аРег ЬеРегттапР 15 

>М1, 2) = 2= Ш 1)М2) - ФЛ2)Ф2{\)\ 

\л/һ 1 сһ сһап§ез 51§п \л/һеп Рһе соогсПпаРез ог Рһе риап1;ит 1аЬе1з 1 апс! 2 
аге тРегсһап§еЬ Могеоуег, II Ьесотез гего \л/һеп Рһе соогсПпаРез ог Рһе 
риап1:ит 1аЬе1з 1 = 2, \л/Ысһ 15 а §епега1 ргорегРу оР а с1е1егтIпап1 РһаР 
к 15 гего \л/һепеуег Р\л/о го\л/з ог со1итпз аге кһе зате. Тһ 15 15 51 тр1у Рһе 
РаиП ехс1изюп рппар1е. 5тсе Н 0 15 а зит оР зт§1е-рагРю1е орегаРогз, кз 
зо1иРюп 15 ]изР а зт§1е 51а1ег ЬеРегттапР. Ргот по\л/ оп \л/е аззите РһаР 
Ьа515 Рипс110П5 пеебеЬ 10 зеР ир Рһе зеси1аг ериаРюп Рог Н тизР Ье 51аРег 
ЬеРегттапРз. 

\Л/е по\л/ соп51с1ег Рһе гоРаРюпа! 5уттеРгу \л/Ысһ 1 трПез РһаР 

[Т(П)Х\ = 0 






5.2. Н 3 + Н 3 
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К 1о11о\л/5 1һа1: 


[һо,Ь х ] — [һо,Ь у ] — [һо,Ь г ] — [һо,Ь 2 ] — 0 

апс! 1һе е1§еп51а1:е5 о! һо тау Ье сһозеп 1о Ье 51ти11:апеои5 е1§еп51а1:е5 
о! Ь 2 апс! Ь г . Еасһ епег§у 1еуе1 о! /г 0 15 (2 1 + 1) Ье§епега1е зтсе 1һе 
1ггес1ис|Ые герге5еп1а1:юп5 о! К 3 аге 1аЬе11ес1 Ьу К 1 \лл1һ сһтепзюпз (2/ + 1). 
Ме§1ес1;|п§ зр|п, 1һе е^епзЬаЬез тиз! һауе 1һе 1о11о\л/т§ 1огт: 

Фп1т( г) = ига(г)Ү^(Ө,ф) 

\л/һеге Үф 15 ап е 1 §еп 1 ипс 1 юп о! Ь г апс! Ь 2 . Орега1т§ һ 0 оп 'ф п 1 . т зһоадз 
1һа1; и п ;(г) тиз!; Ье а зо1 и 110 п 1о 1һе гасИа! 5сһгосИп§ег ериа 110 п согге- 
зропс1т§ 1о Һо, \л/Ысһ 15 а 1атШаг ге5и11. 

\Л/е пслл/ 1аке т1о ассоип! зрт апс! 1аЬе1 1һе зрт 51а1:е5 Ьу Хт 8 ( а ) 
\л/һеге 1һе зрт соогсИпа1;е а сап оп 1у 1аке 1\л/о сПзсге-Ье уа1иез а = ± 1 : 

Х+(1) = 1, Х+(—1) — 0, Х-(1) = 0, Х-(-1) = 1, 

Рһу51са1 оЬзеп/аЬюп зһо\л/5 1һа1: 1һе зрт Ьеһауез Ике ап§и1аг тотеп1:ит 
зо 1һа1: 

Т(Я) Хт ,М = Ү,Хш‘,(°)тЦ? т ,(Н) 

т’ в 

Тһе 5рIп зЬаЬез 1огт а Ьа515 1ог 1һе 1\л/о сНтепзюпа! 1ггес1ис|Ые гергезеп1:а- 
110 п о! Я 3 согге5ропсИп§ 1о у = 1/2. Тһе е1§еп51а1е о! һ 0 тс1исНп§ зрт 

15 

'Фп1тт в { г 1 сг ) = и п1{ г )Ү т {һ> Ф)Хт в ( сг ) 

То зиттапзе, 1һе е1§еп!ипс1:юп5 о! Й 0 аге 51 тр1у зт§1е 51а1ег с1е1ег- 
ттапЬз \л/|1;һ 1һе огЫЫз §|уеп Ьу 1һе е1§еп1ипс1:юп5 о! һо- 1п Ье1егттт§ 
1һе е1§еп51;а1е5 о! ( Н 0 + Н \) \л/е \л/П1 изе 1һезе е1§еп1ипс1:юпз аз Ьаз1з 
1ипс110П5. 

5.2 Я 0 Н- Н\ 

\Л/е по\л/ сопз|Ьег (Но+Нф \л/Ысһ 15 туапап! ипЬег згтиҺапеоиз го1а1:юп5 
о! 1һе р05II; 10 п соогсИпа1;е5 о! 1һе е1ес1гопз. II 15 а1зо IтрПс 11 ; 1 у туапап! 
ипЬег згтиҺапеоиз го1а1:юп5 т 1һе зрт соогсһпа^ез. А11һои§һ ( Н 0 + 
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Н \) һаз по ехрПс 11 ; зрт ЬерепЬепсе, II 15 аззитеЬ 1һа1: еасһ е1ес1;гоп 
сагпез а зрт апс! 1һе зр|п ЬерепЬепсе еп1егз 1трМс11:1у 1һгои§һ 1һе Раиһ 
рппар1е. Тһе с1е§епега!:е е1§епНипс1:юп5 с4 (Н 0 + Н\) тиз!; 1һегеНоге 
Ногт ап туапап!: зиЬзрасе ипс1ег 51ти11:апеои5 го!:а1:юп5 1һе зрасе ог 
зрт соогс! 1 па1ез. 

Тһе тһт!:е51та1 орега!;ог5 Ног 1һе 51ти11:апеои5 го1а1:10П5 т зрасе ог 
зрт соогсИпа!;е5 аге §|уеп Ьу 1һе зит оН 1һе тһт!:е51та1 орега!;ог5 согге- 
зропсИп§ Ъо еасһ е1ес1гоп соогсИпа!;е. Тһиз 

= Ьу = ^2 = У! У(^) 

г г г 

\л/һеге Ь 2 (г) ас1з оп 1һе соогсИпа!:е г,. 51гт1аНу Ног 1һе тһт!:е51та1 ор- 
ега!;ог5 т 1һе зрт зрасе З х , 8 У , апс! 8 г . Тһезе з1х шйпһ:е51та1 орега!;ог5 
соггезропс! 1о а сПгесЬ ргос! ис! ® К§ зтсе 1һе огЫЫ апс1 зрт орега!;ог5 
сотти1:е. (Й 0 + Й 1 ) сотти!:е5 \л/|1;һ Ь х , Ь у , Ь г , апс! Ь 2 апс! \л/11;һ 1һе зрт 
соип^еграг!:. Аз ЬеНоге \л/е тау сһоозе 1һе е1§еп^ипс1:юп5 оН (Й 0 + Й\) 1о 
Ье 51ти11;апеои5 е1§епйтс1:юп5 Ь~ апс1 Ь 2 апс1 оН 8 г апс1 8 2 . (Й 0 + Й 1 ) 
по 1оп§ег сотти!;е5 \лл1һ 1һе ап§и1аг тотеп!;ит ог зрт орега!;ог5 оН еасһ 
е1ес!;гоп. Тһе е1§егТипс!:юп5 оН Й 0 аге 51 N1 е1§еп^ипс1:юп5 оН Ь~ апс! 8 г 
һи! по! оН Ь 2 ог 8 2 . 

5.2.1 Сопй§ига1юп апс! Тегт 

1п а!;от5, \л/е пеес! оп 1у сопз1с1ег 1һе уа1епсе е1ес!:гоп5 Ьесаизе 1һе е1ес!;гоп5 
Ногтт§ а с1озес1 зһеИ ас! еЯес!: 1 Уе 1 у Ике а зрһепсаПу зуттеЫс ро!еп 1 ; 1 аI 
\л/Ысһ сап Ье сотЫпеЬ \л/ 11 :һ К//- Ме Ьеһпе а сопһ§ига!:юп Ьу а зут- 
Ьо1 зисһ аэ з 1 р 1 теапт§ 1һа1; 1:һеге 15 опе е1ес!:гоп т ап з-эһеП апс1 опе 
е1ес!;гоп т а р-зһеН. Тһиз 1һе зирегзсг!р1 тсНса^ез 1һе питЬег оИ е1ес- 
1гоп5. \Л/е изе 1һе зрес!;го5сор1С поЬаЬюпз з,р,с1, /, • • • соггезропсһп§ Ъо 
I = 0 , 1 , 2 , 3 ,... гезрес!;|уе1у. 

\Л/һеп 1һеге аге тоге 1һап опе е1ес!:гоп, 1һе гергезеп!:а1:юп Иог 51ти1- 
1;апеоиз гоЬаЬюпз оИ 1һе е1ес!;гоп соогсИпа!;е5 15 §|уеп Ьу а сНгесЬ ргоЬис!; 
оИ еасһ го 1 а 1 : 10 п. АссогсИп§ 10 1һе уес1ог-соир1т§ 1һеогет, 1һе сһгес!; 
ргоЬис!; гергезеп 1 а 1 ; 10 п 15 1 п §епега1 гес1ис1Ые. 51псе ( Й 0 + Н\) сот- 
ти1е \л/|1:һ го1а1:10п орега!;ог5 1 п зрасе апс! зр1п соогсИпа!;е5 зерага!;е1у, 
1һе епег§у 1еуе1з оИ (Й 0 + Й{) сап Ье 1аЬе11ес1 \лл!:һ Ь апс! 5 1 апс! еасһ 
епег§у 1еуе1 15 (2 Ь + 1)(25' + 1) с1е§епега!;е. Тһе соггезропсһп§ зЬаЬез 
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аге сопуеп^опаПу \л/пНеп аз 23+1 Ь апс1 1һеу аге са11ес1 'ЧептГ (тиIII- 
р1еь). То П1из1:га1:е 1һе сопсер! о! 1;егт, сопз1с1ег 1\л/о р е1ес1гопз. Ас- 
согс11п§ 1о 1һе уес1ог-соир1т§ 1;һеогет, 1һе 1ггес1ис1Ые гергезеп1а1:юп5 1ог 
з1ти11:апеоиз го1:а1:юпз о11һе Ы/о е1ес1гоп зрасе соогсПпа1:ез соггезропс! 10 
Ь — Һ + Һ, Һ + Һ — 1, • • ч \һ~һ\ — 2,1, 0 зтсе 1 г = / 2 = 1. 51тПаг1у, 1һе 
Iггес!ис1 Ые гергезеп1:а1:юп5 1ог 51ти11:апеои5 гоЬаЬюпз о! 1һе 1лл/о е1ес1гоп 
зрт соогсИпа^ез соггезропс! 1о 8 = 1,0 этсе «1 = 52 = 1/2. Тһе розз1Ые 
1 ;егтз аге 1һеп §|уеп Ьу 3 Б, 3 Р, 3 8 , 1 Р, 1 Р 1 1 8 . 5оте о! 1һезе 1егтз 
тау по1 Ье а11о\л/ес1 Ьу 1һе РаиП ехс1изюп рппар1е \л/һеп 1һе 1\л/о е1ес1гоп5 
аге ерип/а1еп1: аз \л/е зһаМ зее Ье1о\л/. 


5.2.2 ЬасЫег Орега1ог Ме1һос1 


Аз ]из! сИзсиззес! аЬоуе, 1 һе е 1 §еп!ипс 1 :юп 5 о! Н 0 аге зЫ1 е 1 §еп!ипс 1 :юп 5 
о! Ь г апс! 8 г Ьи 1 по 1 о! Ь 2 ог 8 2 . Но\л/еуег, \л/е кпо\л/ 1 һа 1 : \л/е сап а1- 
\л/ауз §епегаИе ап туапапЬ зиЬзрасе Ьу арр1ут§ 1 һе зутте 1 гу орега^огз 
гереаЬесПу оп ап агЫ 1 :гагу Иипйюп т 1 һа 1 ; зиЬзрасе. II \л/е кпо\л/ опе о! 1 һе 
е1§еп!ипс1:юп5 о! Ь 2 апс1 8 2 1һеп \л/е сап сопзЬгисЬ 1һе о1һег с1е§епегаЬе 
е 1 §еп!ипс 1 :юп 5 Ьу изт§ 1 һе 1ас1с1ег орега!:огз. Ье 1 из ШизЬгаЬе ьЫз те1һос1 
Ьу сопз 1 с 1 егт§ а зреайс ехатр1е зтсе 1 һе §епегаПза 1 :юп 1 о ап агЫиагу 
сазе 15 р и | 1 е с 1 еаг. 

Сопз 1 с 1 ег а соп%ига 1 юп р 2 апс! 1еЬ из изе 1 һе поЬаЬюп | + 1 + )| — 1“) 
Ьо гергезеп! а 51а1;ег с1е1егтIпап 1 адһеге опе е1ес!:гоп һаэ т; = +1 апс1 
т 8 = + 1/2 апс! 1 һе о 1 һег е 1 ес 1 гоп һаз т/ = —1 апс 1 гп 8 = — 1 / 2 . т/ 
апс! гп 8 аге гезрес 1 ;|уе 1 у 1 һе е 1 §епуа 1 иез о! Ь г апс 1 З г о! 1 һе шс 1 тс 1 иа 1 е 1 ес- 
1 ;гопз. Ье! из Из! 1 һе розз1Ые 51а1;ег с1е1егт 1 пап 1 з соггезропсИп§ 1 о 1 Ыз 
сопН^игаЬюп 5 Ьаг 1 :т§ адкһ 1 һе 1аг§ез1; розз1Ые уа1ие о! = Ү^.рт^г). 
\Л/е по 1 е а1зо 1 һа 1 ; 1 һе Хшо е 1 ес!;гоп 5 аге еяи|уа 1еп1: Ьесаизе 1 һеу оссиру 
1 һе зате р зһеМ. Тһеге аге (2 х 3)!/2!(2 х 3 — 2)! = 15 розз1Ые ууауз о! 
р 1 ас 1 п§ 1 \л/о 1 с 1 еп 1 : 1 са 1 е 1 ес 1 гопз 1 п а р-зһе 11 : 
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м ь 

М 3 

4-1 = |1 + }|1-} 

2 

0 

4-2 = |1 + )|0+) 

1 

1 

4>з = |1 + >|0-) 

1 

0 

4-4 = |1">|0+) 

1 

0 

4'5=|1->|0-> 

1 

-1 

4'ө = 1 + )| — 1 + ) 

0 

1 

•е 

1 

1 

0 

0 

•е 

00 

1 

1 

0 

0 

Ф 9 =|1-)|-1-) 

0 

-1 

Фю = |0 + )|0-) 

0 

0 

Ф и = |0 + )|-1 + ) 

-1 

1 

Ф12 = |0 + )| - 1") 

-1 

0 

Ф13 = |0->| - 1+) 

-1 

0 

Фи = |0")| - 1") 

-1 

-1 

Ф15 = |-1 + )|- 1 -) 

-2 

0 


\Л/е кеер т ттс1 1һа1: Ф, 15 а 51а1ег с1е1егт1 пап! бо 1һа1; е.§. |1 + )|1“) = 
—11“)|1 + ). II 15 па1ига1 \л/һеп и5т§ 1һе 1ас1с1ег орега1;ог те1һос1 51аг1: 
1гот а 51а1;ег с1е!:егттап1: мкһ 1һе 1аг§ез1; уа1иез о! М 3 апс1/ог М 3 зтсе 
II 15 тоге 1 1 кеIу 1һа1 II 15 ап е1§еп51;а1;е о! Ь 2 апс1/ог 8 2 . Ф] Һа5 1һе 1аг§е51 
уа1ие о! М ь апс! II 15 1һе оп1у опе. Могеоуег, II Һа5 М 3 = 0 апс1 1һеге1оге 
II ти 51 Ье ап е1§еп1 г ипс 1 ; 10 п Ье1оп§т§ 10 5т§1е1 1 Б. \А/е сһеск 1һа1; II 15 
ап е1§епйтс1:юп о! Ь 2 апс! 8 2 \ 


Ь+Ф1 = [Ь + (1) + Ь + (2)]| + 1 + )| + 1-) = 0 

Ь 2 Фх = ( 1 / 2 ( 1 ) + 1 /,( 2 )) | + 1 + ) | + 1 ) 

= (1 + 1)| + 1 + + I - ) 

= 2Ф Х 
11Ч> 1 = 4Фх 

1/ 2 Ф 1 = 6Ф Х 


‘5+^1 ~ [ < 5+(1) + *5+(2)]| + 1 + )| + 1 ) — 0 
3x^1 — [*5 , г(1) + 8 г (2)] | + 1 + ) | + 1 ) = 0 
ЗЧг = 0 
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\Л/е §епега!;е 1һе туапапЬ БиЬзрасе 1чэгтес1 Ьу 1һе с1е§епега!;е е^еп^ипс- 
110П5 Ь 2 согге5ропсИп§ 10 1һе 1;егт 1 Р: 

Ь-*Ч = !М1) + М2)]| + 1 + }| + 1-> 

= У(1 + 1)(1-1 + 1)|0 + )| + Г) 

+\Ф + - 0(1 ~ 1 + 1)1 + 1 + )|0 } 

= л/2(Ф 3 - Ф 4 ) 

\Л/е сопЬтие арр1ут§ 1һе 1 о\л/ег 1 п§ орега^ог: 

Ь-( Ф 3 -Ф 4 ) = \/2(2Фю + Ф 7 - Ф 8 ) 

1 /_( 2 Ф 10 + Ф 7 — Ф 8 ) = 3 ^(Ф 1 2 — Ф 13 ) 

7/— (Ф 12 — Ф 13 ) = 2^2Ф15 
1/_Ф15 = 0 

Тһе йтсйопз Ф ь (Ф 3 - Ф 4 ), (Ф 7 - Ф 8 + 2Фю), (Ф 12 - Ф 13 ), апс1 Ф 45 
аге с1е§епега1:е е^епйтсЬюпз Ь 2 апс1 3 2 согге5ропсИп§ 10 1һе 1;егт 1 Р>. 

Ф 2 тиз!: Ье ап е1§епйтс1:юп Ье1оп§т§ 10 3 Р Ьесаизе II 15 1;һе оп1у опе 
\л/ 11 :һ Мь = 1 апс! Мд = 1 апс! 1һе 1егт 3 Р с1ое5 по! ех151;. \Л/е орега!:е 
8- оп Ф 2 Ьо оЬЫп 1һе 1пр1е1з мйһ Мд = 1. 

Р_ф 2 = Р_|1+)|0 + ) 

= | 1 -)| 0 + ) + | 1 + )| 0 -) 

= Ф 4 + Ф 3 
Р—(Ф 4 + Ф 3 ) = 2 Ф 5 
Р_Ф 5 = 0 

Орега!:т§ Ь + оп Ф 2 у1е1с15 а зЬаЬе | + 1 + )| + 1 + ) \л/һ|сһ 15 ^огЫс1с1еп 
Ьу 1һе РаиП ехс1изюп рппар1е. ТЫз зЬаЬе \л/ои1с1 Ье а11о\л/ес1 И 7 1һе 1лл/о 
е1ес1гоп5 оссир1ес1 сЫТегеп!: р зһеПз. \Л/е орега1;е оп Ф 2 апс1 1һеп изе 
8- Ьо §епега!:е 1һе 1пр1е1з \лл1:һ Мь — 0: 

Ь_ Ф 2 = л/2Фб 
5'_Ф 6 = Ф 8 + Ф7 
Р_(Ф 8 + Ф 7 ) = 2Ф 9 
Р_Ф 9 = 0 
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Соп1:тшп§ а1оп§ 1һе 5ате 1азһюп \л/е §епега!е 1һе 1пр1е1з \л/|1;һ М ь = 

-1 


Ь_ Ф 6 = л/2Фц 
5-Фц = Ф 13 + Ф 12 
^-(Фгз + Ф 12 ) — 2Ф 14 
3_Ф 14 = 0 

\Л/е һауе §епега!ес1 14 е1§еп1ипс1:юпз. Тһе оп 1у опе 1е11 тиз! Ье1оп§ 
1о 1һе 1егт 1 5'. Тһеге аге 1һгее 51а1ег с1е1егттап1:з, Ф 7 , Ф 8 , Ф 10 , \л/ 11 ;һ 
Мь = 0 апс1 Мд = 0. \А/е һауе а1геас1у 1оипс1 1\л/о е1§еп1ипс1:юп5 Ф 7 —Ф 8 + 
2Фю апс1 Ф 7 + Ф 8 Ье1оп§т§ 1о 1 Л апс! 3 Р гезрес1:|уе1у. Тһе е1§еп1ипс1:юп 
Ье1оп§т§ 1о 1 5' тиз! Ье Ф 7 — Ф 8 — Ф 40 этсе II 15 ог1һо§опа11о 1һе ргеуюиз 
1\л/о е1§еп1ипс1;10П5. 

Ве1о\л/ \л/е зиттапзе оиг гези 115, \л/һеге 1һе е1§епй|пс1юпз һауе Ьееп 
погтаПзес!: 


Тегт 

м ь 

М 3 

Е|§еп1ипс1:юп 

1 Р 

2 

0 

Ф 4 


1 

0 

(Ф 3 - Ф 4 )Д /2 


0 

0 

(Ф 7 — Ф 8 + 2Ф 10 )/ л /6 


-1 

0 

(Ф 12 — Ф 13 )/л/2 


-2 

0 

Ф15 

Зр 

1 

1 

Ф 2 



0 

(Ф 3 + Ф 4 )/л /2 



-1 

Ф 5 


0 

1 

Ф 6 



0 

(Ф 7 + Фв)/л /2 



-1 

Ф 9 


-1 

1 

Фи 



0 

(Ф12 + Ф13)/л /2 



-1 

Фи 

1 8 

0 

0 

(Ф 7 - Ф 8 - Фю)/л/3 


Тһе те1:һос1 1һа1; \л/е һауе изес! 1о сопз1гис1: 1һе е1§еп1ипс1:юп5 о! Ь 2 
апс! 8 2 апс! һепсе о! (Н {) + Нх) 15 5у51ета1:1С Ьи1 II Ьесотез 1есИои5 аз 



5.2. Ну + Н\ 


99 


1һе питЬег о! 51а1ег Ье1егттап1:5 тсгеазез. \Л/е сЛзсизз Ье1о\л/ а сНЯегеп! 
те1:һос1 \л/һ 1 сһ 15 тоге зикаЫе 1ог 1һе 1а11ег сазе. 


5.2.3 РгсдесИоп Орега^ог Ме^һос! 

Ье! из ШизЬгаЬе 1һе те1:һос1 Ьу изт§ 1һе ехатр1е \л/е һауе ]из! сопз1с1егес1. 
Еасһ о! 1һе 51а1:ег с1е1егт1 паП1 Ф 7 , Ф 2 , ... тиз! Ье а Ппеаг сотЫпаЬюп 
о! е1§епй|пс1:юпз Ье1оп§т§ 10 1 В, 3 Р, апс1 1 5'. II 13 Ьез!: 1о з1аг1: \лл1һ а 
51а1ег Ье1егттап1: \лл1:һ М ь = 0 апс1 М 8 = 0 зтсе й 13 сопЫпес! т а11 
1һе 1егтз. Ье! из 1аке Ф 7 апс1 зиррозе 1һа1: \л/е аге Iп!:егез1;ес1 т Япс1т§ 
1һе сотропеп! о! 1 Р. \А/е Ьгз! рго]ес1; ои! 1һе сотропеп! о! 3 Р ой! о! 
Ф 7 апс1 1һеп \л/е рго)ес1 ои! 1һе соторопеп! о! 1 8\ 



■ 1(1 + 1 ) 
0(0 + 1 ) 


Ф 7 


Ф 


10 


2Фю 

2Фю + Ф 7 - Ф 8 


Тһ 15 15 ргорог!10па1 1о 1һе е1§еп1ипс1:юп о! 1 Р \л/|1;һ М 8 = 0 апс! М 8 = 0 
\л/Ысһ 15 т а§геетеп1 \лл1һ 1һе гези11 оЬ1а Iпес! Ьу изт§ 1һе 1ас1с1ег орега!ог 
те!һос1. 

V Уе сап аггФе а! 1һе зате гезиII И \л/е Ьгз! Япс1 1һе е1§еп1ипс11оп о! 3 2 
мкһ 5 = 0 Ьу рго)ес1т§ ои! 1һе сотропеп! \л/|1;һ 3 — 1: 

[8 2 - 1(1 + 1)]Ф 7 = Ф 7 + Ф 8 — 2Ф 7 
= Ф 8 - Ф 7 

Тһиз (Ф 8 —Ф 7 ) 15 ап е1§еп1ипс110п соггезропсИп§ 1о 8 = 0 (зт§1е1). 
1Мо\л/ \л/е рго)ес! ои! 1һе сотропеп! о! 1 5'. II 15 по! песеззагу 1о ргсуес! 
ои! 1һе сотропеп! о! 3 Р Ьесаизе (Ф 8 — Ф 7 ) 15 а зт§1е! апс! 1һеге1оге II 
саппо! соп1ат е1§еп!ипс1:юп5 о! 3 Р. 

[+“ — 0(0 + 1)](Ф 8 — Ф 7 ) = 2(—Ф 10 + Ф 8 ) — 2(Ф 10 + Ф 7 ) 

= -2(Ф 7 -Ф 8 + 2Фю) 


\л/Ысһ 15 ргорог! 10 па 1 1о 1һе ргеуюиз гезик. 

Ргот а §Феп 51а1ег Ье1егттап1:, 1һе рго]ес!юп орега!ог те!һос1 а11о\л/з 
из 1о аггФе а! а раг11си1аг е1§епйтс1:юп о! а 1егт Ьу рго]ес1т§ ои! аII 1һе 
о!һег 1егтз опе Ьу опе. 
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5.2.4 Тегт Епег^юз 

1п 1 Һ 15 5ес1юп \л/е сЙБсизз 1һе са 1си 1а110П5 о! 1;егт епег§1е5. То са1си1а1;е 
1һе 1егт епег§1е5, \л/е пеес! таЫх е1етеп1:5 о! 1һе 1уре 


(Ф^Яо + Я^Ф,) 


к 15 сопуетеп! 1о са 1си 1а1;е 1һет т 1һе оссира 110 п питЬег гергезеп 1 :а 1 ; 10 п 
т \л/Ысһ (Я 0 + Н\) 15 §Феп Ьу 

л . 1 

н 0 + н 1 = үI СгЩһоЦ)^ + - ]Г с^(гЦу\Ы)а1а к (5.7) 

%2 г^Ы 


\л/һеге 


Шз) 

(гЦу\Ы) 


8 (-5‘г 1 8 у 

6(8г,8 к )5(82,81) /(71(72 


<Пф*(1)һо{1)фз(1), 1 = Г1 

ф*(1)ф*(2)ф к (1)ф 1 (2) 


ёг = а\ апс1 аг = с| аге сгеаОоп апс! апп|ҺМа!: 10 п орега1:ог5 ге5рес1|уе1у 
\л/Ысһ оЬеу 1һе сотти^аОоп ге1а1:юп5 


\Сг,ъ]+ 0, 0, (5.8) 

\Л/е \л/гке 1һе 51а1;ег 0е1:епптап1:5 Ф г т 1һе оссираОоп питЬег герге- 
5еп1:а1:юп апс! огОег 1һе 5т§1е-раг1:1с1е 51а1;е5 ф г а5 1о11о\л/5 

|1 + , 1", 0 + , О - , —1 + , -1“) = С]+ С\— с 0 + со- с_ 1 + с_ х -10) 

\л/һеге |0) 15 а 51а1е \л/кһ по е1ес1:гоп5 т 1;һе р 5һе11. \Л/е псЛе 1һа1 1ог 
1егтюп5 1һе огс1епп§ о! 1һе 51а1;е5 15 уегу 1 трог 1 ап 1 ;. Тһи5 \л/е һауе 


Фх = С\+ С\- 10) 
Фг = С\+ с 0 +|0) 


Ф 15 = 


с-1 + С_1-|0) 
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Тһе таЫх е1етеп1:5 о! Н 1 Ье1\л/ееп Ф = с р с д |0) апс1 Ф' = с г с<,|0) \л/Ш 
Ье о! 1һе 1о11о\л/т§ 1огт: 

- 1 

(Ф | Н\ | Ф ; ) = -^2(гЛу\к1)(0\адарСгС^а1а к СгС в \0) 

г^Ы 

= (рд\у\гз) — (рд\у\зг) 


Тһе һгз! 1егт 15 1һе сИгес! 1егт апс! 1һе зесопс! 1:егт 15 1һе 50 са11ес! 
ехсһап§е 1:егт. 

Тһе таЫх е1етеп1;5 о! Н 0 Ье1\л/ееп Ф = с р с д |0) апс1 Ф 7 = с г с 5 |0) аге 
рш1:е 51тр1е: 

(Ф|-^о|Ф / ) = Ү^{г\һо\з)(0\а ч а р СгауСгС 8 \0) 

= [(р\Һо\р) + (я\ҺоШ(йрг 8 дз - брзбдг) 


\Л/е һауе тас1е и5е о! 1һе 1ас1 1һа1: ф г аге е1§еп1ипс1:юп5 о! һ 0 50 1һа1; 
(г\һоЦ) = 8ц. Н 0 15 сһа§опа1 Ьесаи5е 1һе 51а1;ег с1е1егтIпаП15 аге е1§еп- 
1ипс1:юп5 о! Н 0 апс1 1һеу аге с1е§епега1:е. Тһеге1оге Й 0 оп 1у соп1пЬи1:е5 
1һе 5ате соп51:ап1: 1епп 10 а11 1һе 1егт5. 

\А/е ти51; а150 еуа1иа1е 1һе т1е§га1 (рд\у\гз) Ье1оге \л/е сап са 1си 1а1е 1һе 
1;егт епег§1е5. То с1о Ш5, \л/е и5е 1һе ти 11:1 ро1е ехрап5юп о! 1һе Сои1отЬ 
ро1еп1:1а1: 



Е 


47Г г< 
21 + 1 г 1 ф 1 




(5.9) 


\л/һеге г > апс! г< аге 1һе §геа1;ег апс1 1һе 5та11ег о! г\ апс1 г 2 . \Л/е геса11 
1һа1: фг = 0;(г)У г ( г (П) \л/һеге ффг) 15 1һе 5о1и110п 1о 1һе гасНа! 5сһгосНп§ег 
е^иа1:^оп. 


(^1-02^1^3^4) 


I с 1 3 г 1 с 1 3 г 2 ^2 

■* 1т 


47Г тI 

^шФһ ( г 2 Фһ Е )Фһ (гффц (г 2 ) 


х I да,ү^*(вдп:;;(п.)}1»з(ЗД 
х I <т 2 ү1(я 2 )ү%(п 2 )ү^(п 2 ) 


Тһе т1е§га15 оуег 1һгее 5рһег1саI һагтотс5 аге §|уеп Ьу Е^. ( 4.68) апс1 
1һе С1еЬ5сһ-Согс1ап сое1Рюеп15 аге 1аЬи1а1:ес1 ех1еп5|уе1у т тапу Ьоок5 
ОП Э 10 ГП 1 С рҺу51С5. 
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1_е1: и5 са1си1а!е 1һе епег§у оНһе 1егт 1 И. 5тсе аII 1һе е1§епйтс1:юп5 
о! 1 Б аге Ье§епега1:е \л/е сап 1аке 1һе 51а1;е Фр 

(Ф 11 Н\ | Фх) = (рд\у\гз) — (рд\у\зг) 

= Iа 3 п Хг 2 Ү,^^^ф1{г1)ф1{г 2 ) 

х I 0 

х I (Ш^^Ү^^Ү, 1 ^) 

Тһе зесопс! 1егт (ехсһап§е 1егт) уат5һе5 Ьесаизе о11һе ог1һо§опаП1;у о! 
1һе 5рIп 51а1;е5. 

5.3 Н = Я 0 + Н г + Я 2 

р|па11у \л/е тс1ис1е 1һе зр|п-огЫ! 1егт Н 2 \л/Ысһ 15 туапап! ипс1ег 51 ти 11а- 
пеоиз гоЬаЬюпБ т зрасе апс1 5рт соогсИпа1;е5. ТЫ5 1трһе5 

[н, X] = [н, Зу] = [н, X] = [н, X] = 0 

\л/һеге 

^х ^ (^)] €&С. 

г 

Н с1оез по1 сотти1е \л/|1;һ Ь г ог 5 1 * апс! 1һе §гоир 15 по\л/ гес1исес1 1о Д 3 . 
Тһ 15 теап5 1һа1; 1һе (2 Ь + 1)(25' + 1) с1е§епегасу о! еасһ 1егт \л/Ш Ье т 
§епега1 зрМ1: апс! еасһ епег§у 1еуе1 о! Н 15 по\л/ (27 + 1) 0е§епега1е \л/|1;һ 
7 = Ь + 8, Ь + 8 — 1,..., \Ь — 5| \л/һ|сһ 1о11о\л/5 1гот 1һе уес1ог-соир1т§ 
ги1е К ь ®К 8 = К 7 . Тһе 7 с1ерепс1епсе о7 1;һе БрПИт^ 1ог §|уеп 

Ь,8 тау Ье еуа1иа!ес1 Ьу и5т§ 1һе У\/|§пег-Ескаг1; 1һеогет. \Л/е а55ите 
1һа1; Н 2 15 5та11 епои§һ 50 1һа1; II саи5е5 по ггнхт§ Ье1\л/ееп 1һе сЖТегеп! 
1егт5. 1_е1 ф.]м Ье ап е1§еп51а1;е о! 7 2 \л/Ысһ 15 а150 ап е1§еп51а1:е о! Ь 2 
апс! 8 2 51псе II 15 1огтес1 а5 а Ппеаг сотЫпаЬюп о! 1һе е1§еп51;а1;е5 о! а 
§|уеп 1егт. \Л/е һауе 

= ('Фли,Ү^{;(Гг)һ-Зг'Фзм) 

г 

= А(флм-. Ь ■ 8 флм) 

= ^ 4 [ 7 ( 7 + 1 ) -Ь(Ь + 1) - 3(3 + 1 )] 
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5.3. Н = Н 0 + Н 1 + Н 2 

Тһе Бесопс! 51ер 1о11о\л/5 1гот 1һе 1ас1: 1һа1 Ь • 8 = 1/2{Т 2 — Ь 2 — 8 2 ) 
1гап51огт5 ехас11у Ике ^2гС{ г г)һ-^г апс11һе 1ас1: 1һа1; 15 51 тр1у геОисПЫе 

|.е. т = 1 Iп 1һе У\/|§пег-Ескаг1: 1һеогет. Тһе ас1иа1 та§т1:ис1е о! 1һе 
5рһ1:1:т§ с1ерепс15 оп 1:һе Ое^аПз о! 1һе мауе^ипсОопБ \л/Ысһ аге соп1;аIпес! 
т А. 



СНАРТЕН 5. АТ0М1С РНҮ81С8 



Сһар1ег 6 

Тһе Сгоир 8112 : Тзозрт 


к 15 1оипс1 ехрептеп1:аПу 1һа11һе 51гоп§ пис1еаг 1огсе 1һа1: Ыпс15 пис1еопз 
(рго!оп5 апс! пеи^гопз) 15 1һе 5ате \л/|1:һ|п 1 % Ье1\л/ееп рго1оп-рго1оп, 
рго1оп-пеи1:гоп апс! пеи1гоп-пеи1;гоп. \А/е тау ге§агс1 а рго!оп апс! а пеи- 
1гоп а5 1\л/о сИкегеп! 51а1:е5 о! а пис1еоп. Тһе Нагткотап с1е5спЫп§ 1һе 
пис1еи5 15 туапап! ипОег 1һе т1егсһап§е о! рго!оп апс! пеи1гоп 51а1е5. 
Тһ 15 5утте1гу 15 са11ес1 1505рт. Тһе §гоир согге5ропсһп§ 1о 1505рт 15 
са11ес1 8112 , \л/һ|сһ 15 һототогрЫс \л/кһ 1һе го 1 а 1 : 10 п §гоир Яз апс! 1һе 
та^һетаОса! 0е5спр1юп 15 1с1еп1;1са1 10 1һа1 о! 1һе 5рт 1/2. Тһ 15 теап5 
1һа1; 1һе ге5ик5 \л/е һауе с1ег|уес1 1ог 1һе §гоир Яз тау Ье геасШу и5ес1 һеге. 


6.1 Тһе Сгоир 8И-) 

А 2 х 2 ипкагу таЫх Һа5 1оиг тс1ерепс1еп1: рагате1ег5 апс1 II тау Ье 
\л/гк1:еп а5 

(7 = еч,(«?)(“ ^) 

5тсе = 1, \л/е һауе то1{1е1 II) = 1 апс1 \л/е тау сһоо 5 е а5—/3 7 = 1. 
А 1к11е а1§еЬга 5 һо\л /5 1 һа 1 ; 5 = а* апс! 7 = —(3* 50 1 һа 1 ; 

V = ехр(гӨ) ( . /.) 
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СНАРТЕН 6. ТНЕ СПОИР 811 2 : 1303РШ 


Тһе зе! о! таЫсез II \лл1:һ Ө = 0 апс! с1е1егт1пап1; = 1 1огт а зиЬ§гоир 
о! 11 2 , са11ес1 3112 (зрес1а1 ит1:агу). Тһиз, 577 2 15 а §гоир \л/|1;һ е1етеп1:5 

" = «•) < 6Л > 

апс1 1һе сопсШоп \а\ 2 + \(3\ 2 = 1. \А/е зһоиИ по1:е 1һа1: 1һезе таЫсез аге 
1һетзе1уез 1һе е1етеп1:5 о! 1һе §гоир 811 2 апб 1һеу тау Ье ге§аг6ес1 аз 
гергезеп1а1:юп5 о! гоЬаОоп орега^огз т а 1\л/о-сНтеп5юпа1 НПЬеһ: зрасе. 

5тсе II аге ипкагу, 1һе соггезропсИп§ тһт1ез1та1 таЫсез тиз1: Ье 
зке\л/ Негт| 1 ; 1 ап \л/Ысһ сап Ье тас1е Негт п Ьу тс1исһп§ 1һе 1ас1;ог г: 


1 








0 

-1 


5тсе 1һе беЬегттап! о! 811 2 15 +1, кз тһт1:е51та1 таЫсез тиз! һауе 
гего 1гасе апс1 1һе и п II таЫх 15 1һеге1оге ехс1ис1ес1. Тһе гетатт§ 1һгее 
таЫсез аге ]из! 1һе РаиП зрт таЫсез \л/Ысһ аге а1зо 1һе тһт1:ез1та1 
таЫсез о! 1һе го 1 а 1 : 10 п §гоир Яз соггезропсИп§ у = 1/2. Нсад/еуег, 
1һе ге1а1;10П5Ыр Ье1:\л/ееп 1һе 1\л/о §гоир е1етеп1з о! 311 2 апс1 Я 3 15 по1 
песеззагПу опе-1;о-опе (|зотогрЫс). 

Рһуз1са11у, \л/е тау §епега1е 1һе §гоир 311 2 Ьу сопз1с1епп§ 1\л/о пис1еоп 
з1:а1:ез, 

\р) — с р |0), |п) = с+|0) 

соггезропсИп§ 10 рго1:оп апс1 пеи1гоп. Тһе ЫПпеаг ргоЬийз о! 1һе а п п I һ I- 
1а110п апс! сгеаЬюп орега^огз 1һа1: сопзеп/е раг11с1е питЬег аге 

СрСр , с п с п , Ср С п , С п Ср 

\Л/е ЬеЯпе а пе\л/ зе! о! орега^огз 

В = с+Ср + с+с п 

т+ = СрС п 
Г- = С+Ср 

Р = 2 ( с рСр-с+с п ) 

\л/һ 1 сһ һауе 1һе 1о11о\л/т§ Ые а1§еЬга 

[В,т+] = [В, г_] = [В,т я ] = 0 




6.2. ВЕЬАТЮХЗШР ВЕТ\ҮЕЕХ ЗИ 2 АХ1) К 3 


107 


т +\ = т +, [т г , Т_] = Т_, [т+, т_] = 2т, 

Тһе орега!ог В тау Ье Iп!;егрге1:ес1 эб 1һе Вагуоп питЬег орега1ог апс1 
II 15 ап туапапЬ ге!1ес1:т§ 1һе соп5еп/а1:юп о! Вагуоп питЬег. Тһе 1һгее 
орега^огз т+, т_, апс! т 2 1огт а Ые а1§еЬга Ьу 1һегп5е1уе5 апс1 II15 1с1еп1;1са1 
1о 1һе Ые а1§еЬга о! 1һе гоЬаОоп §гоир Н 3 . Тһе 1\л/о сһтеп5юпа1 герге- 
5еп1а1;10П5 о! 1һе5е орега1ог5 аге оЬЫпеб Ьу еуа1иа1:т§ таЫх е1етеп15 
5исһ а5 (тц_) 12 = (р\СрС п \п) = 1 апс! Ш5 §|уе5: 


В = 1 т + = -(а х + ш у ), т_ = -(<7 Я 


КУ. 


уһ 


= 


Шу 


1п рһу51са1 аррһса1;10П5, II 15 и5иа11у 1һе Ые а1§еЬга \л/Ысһ 15 Iтрог1ап1 
га!һег 1;һап 1һе Ые §гоир. Т\л/о бИТегеп! Ые §гоир5 тау һауе 1һе 5ате 
Ые а1§еЬга. А5 \л/е һауе 5ееп, 1һе гоЬаОоп §гоир К 3 15 по1 1һе 5ате а5 
1һе §гоир 811 2 а11;һои§һ 1һеу һауе 1һе 5ате Ые а1§еЬга. 


6.2 Ке1аИоп8Ыр Ье^лүееп 811-) апс! Яз 

То ге1а1е 1һе е1етеп15 о! Я 3 1о 1һо5е о! 8112 \л/е соп51с1ег ехрМс1'Ь1у 1һе 
1\л/о-сНтеп5юпа1 герге5еп1а1;10п о17? 3 согге5ропсһп§ 1;о у = 1/2. А гоЬаЬюп 
аЬои! ап ах15 а Ьу ап ап§1е ф 15 герге5еп1ес1 Ьу 

Т> 1/2 (а,0) = ехр(фк- X) (6.2) 

мкһ X = —га /2. Тһе апй-соттиЪаЪюп ге1а1юп5 о! 1һе шйпһ:е51та1 
та1псе5 X аге §|уеп Ьу 

{х г ,х 3 }=~и г] (б.з) 

\л/Ысһ 1трһе5 

(а • X) 2 = ]Г а^Х.Х, = -1 ]Г «? Е = -\е 

Ч г 

51пе а 15 а ит! уес1ог. \Л/е сап по\л/ еа5Ну \л/огк ои1 1һе герге5еп1а1;10п 
таЫх Л 1 / 2 (а, ф) 

Л 1//2 (а, ф) = ехр(ф&-Х) 
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= 1 + </■(&• X) + ^ 2 (а ■ X) 2 + ҺЦ а • X) 3 + Аф 4 (а • X) 4 + . 

2 о 24 

= 1 + ' ^) 2 + 24 ^ 4 (^ ' ^) 4 + • • • 

+ (а ■ Х)[0 + -0 3 (а • X) 2 + ...] 
о 

= 1 - \{ Ф / 2 ) 2 + ^( 0 / 2) 4 + • • • 

+2(а ■ Х)[0/2 — ^(0/2) 3 + • •.] 

= соз 0/2 + 2(а • Х)зт 0/2 

/ соз 0/2 — га г згп 0/2 — (а у + га х )згпф/2 \ 

\ (а у — га х )згп ф /2 соз ф/ 2 -\-ш г згп ф /2 ) 

Тһезе таЫсез аге 1һе таЫсез о! !п Ер. ( 6.1) И 7 \л/е таке 1һе 

|6еп1;|Яса1;10п а = соз ф /2 — га г згп ф /2 апб (3 = — (а у + т ж )зт ф /2 \лл1:һ 
0 < 0 < 27 г апб а рот1т§ т а11 розз1Ые сһгес1:юп5. Тһе гергезеп^аОоп 
Л 1 / 2 1ог 1һе го1а1:10п §гоир 15 һо\л/еуег с1оиЫе-уа1иес1 Ьесаизе 1һеге аге 1\л/о 
таЫсез соггезропс1т§ 10 1һе зате гоЬаЬюп. Тһ 15 сап Ье зееп Ьу по1т§ 

1һа1, 10 ргобисе аII го^аОопз, 1һе ап§1е ф пеес! оп 1у соуег е11;һег 0 1о ж, 
ог ж 10 2 ж зтсе 


Я( а, 0) = К(— а, —0) = К(— а, 2ж — ф) 

Тһе Л 1//2 гергезеп1:а1;10П5 соггезропс1т§ 1о 1Ыз зате рһуз1са1 гоЬаОоп аге 
бНТегеп! Ьесаизе 


Л 1,/2 (—а, 2ж — 0) = —И 1 / 2 (а, ф) 

Тһе ге1а1юпзЫр Ье1\л/ееп 8112 апс1 Я% 15 1һиз һототогрЫс Ьесаизе 1һеге 
аге 1\л/о с1 1 з 1 ;|пс1 8112 таЬпсез соггезропсһп§ 1о 1һе зате рһуз1са1 го1а1:юп. 
Тһе гергезеп^аОоп И 1 / 2 1ог 1һе гоЬаОоп §гоир сап Ье тас1е зт§1е-уа1ие6 
Ьу ех1епсИп§ 1һе рһуз1са1 гоЬаОоп ап§1е агШюаИу 1о Аж (з 1 тПаг 10 РОе- 
таптап зһееЬз т сотр1ех р1апе). А гоЬаОоп Я{а,2ж + ф) 15 ге§аг6ес1 
аз а пе\л/ гоЬаОоп сЖТегеп! һгот Я(а,ф) \л/һегеаз Я(а, Аж + ф) = Я(а,ф) 
зтсе Л 1 / 2 (а, Аж + ф) = И 1/,2 (а, ф). А гоЬаОоп зисһ аз Я(—а,2ж — ф) 

15 1о Ье ге§агс1ес1 аз ериһ/а1еп1: 1о а го^аОоп Я(а,2ж + ф) Ьесаизе 
Я(— а, 2ж — 0) = Я(а, — (2ж — ф)) = Я(а, Аж — ( 2ж — ф)) = Я(а, 2ж + ф) 



6.3. 317 2 т М11С1Е1 
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6.3 8И-) 1п 1Чис1е1 

Аз \л/е һауе сПзсиззес! т 1;һе ргеуюиз зесРюп, 1һе тР1т1:е51та1 орега1:ог5 
оР 1һе §гоир 8112 һауе 1һе 5ате соттиРаЬюп ге1аРюпз аз 1һозе оР 1һе 
го 1 а 1 ; 10 п §гоир К 3 . 5тсе 1һе Iггес!ис 1 Ые гергезеп^аОопз оР К 3 \л/еге ОеОисеО 
еп1аге1у Ргот 1һе соттиРаРюп ге1аРюпз оР 1һе тРт1Рез1та1 орега^огз, II 
Ро11о\л/з 1һа1: \л/е һауе 1һе зате 1ггес1ис|Ые гергезеп1:а1;10П5 т 811 2 \л/һ 1 сһ \л/е 
тау 1аЬе1 \л/|1;һ П Т , Т = 0,1/2,1, 3/2..аз т Я 3 . Т 15 са11ес11һе 150зр|п, 
51тНаг 1о Ь Рог ап§и1аг тотеп1;ит т Я 3 . 

\А/е геса11 1һа1: \л/һеп а Р1атП1:отап 15 туапап! ипс1ег Я 3 , 1һе е1§еп- 
Рипс1юпз 1гап5роптип§ ассогсИп§ 10 1һе 1ггес1ис|Ые гергезеп1:а1:юп5 Я ь аге 
с1е§епега1:е 1аЬе11ес1 Ьу 1һе х сотропеп1:5 оР ап§и1аг тотеп1;ит Мь = 
Ь, Ь — 1,..., — Ь. 5|ггн1аНу, \л/һеп а НатИрошап 15 туапапр ипЬег 8112, 
Рһе с1е§епега1;е е^епРипсРюпз РгапРогтт§ ассогсИп§ 10 Рһе 1ггес1ис|Ые гер- 
гезепРаРюп Я 7 \л/МI һауе г-сотропепРз оР 150зр|п М т = Т, Т — 1,..., — Т. 
Тһезе ти11:ф1еР5 аге 1п1;егрге1;ес1 аз сһРГегепР розз1Ые зРаРез о! пис1еР Рог 
ехатр1е, Рһе рууо-сНтепзюпа! 5расе оР ргоРоп апс! пеиРгоп, | р) апс1 | п), 
РгапРогтз ассогсИп§ Ро Т 1 / 2 апс! соп5е^иепРIу Рһе е1§епРипсРюпз оР а зт- 
§1е пис1еоп \л/М1 һауе М т = 1/2,—1/2. СопуепРюпаПу, М т = 1/2 согге- 
зропс15 Ро | р) апО М т = —1/2 10 | п). 

Рһуз1са11у, Рһе орегаРог С/ = \В + Т~ 15 ге§агс1ес1 аз а сһаг§е орегаРог. 
А §|уеп пис1еиз \л/|1:һ а Р1хес1 пеиРгоп питЬег N апс1 ргоРоп питЬег 2 
соггезропс15 10 а 5РаРе \л/|1;һ Мт = (2 — АР)/2 зтсе ((/) = 2. Тһ 15 
зРаРе тау соггезропс! Ро а зРаРе \л/|1;һ Т = \2 — N1/2 ог Ы§һег. II 15 Роипс! 
ехрег!теп!;а11у РһаР Рһе §гоипс1 з!а!е оР а пис1еиз һаз Рһе гтттит уа1ие оР 
Рһе РоРа1 150зр|п Т \л/һегеаз т ап аРот, Рһе §гоипс1 зРаРе һаз Рһе тах1тит 
уа1ие оР Рһе РоРа1 зрт 8 (Нипс1 'з ги1е). Тһ 15 15 Ьесаизе Рһе Рогсез Ье1\л/ееп 
Рһе пис1еоп5 аге аигаср|уе ууһегеаз 1;һе Рогсез ЬеР\л/ееп 1һе е1ес1;гоп5 аге 
гери 1з|уе. Тһе рһуз1са1 1п1;егрге1;а1;10п оР 1Ыз гезиII; 15 1һа1 а пис1еиз \л/ 11 ;һ 
а Р1хес1 тазз питЬег А = N -\- 2 сап ех1з1; 1 п сИРГегеп! пис1еоп зРаРез \л/|1:һ 
г-сотропеп1з оР 150зрт М т — (2 — АР)/2, \л/һеге ^ апс1 N тау 1аке апу 
уа1иез сопз!;гаIпес! Ьу 1һе тазз питЬег. Рог а §|уеп пис1еиз \л/|1;һ Р1хес1 N 
апс! 2, зРаРез \л/|1:һ Мт = (2 — АР)/2 Ьи1 Т > \2 — N\/2 соггезропс! 1о 
ехс11:ес1 зРаРез. 

Рог 1һе §епега1 сазе оР зеуега! пис1еопз, \ые сопз1с1ег 51ти11;апеои5 8112 
1 ;гапзРогта 1 ; 10 п 1 п еуегу пис1еоп. То Р1 пс1 1һе 1ггес1ис|Ые гергезеп^аОопз оР 
1 ууо пис1еопз, ууе изе 1һе зате уес1;ог-соирПп§ 1һеогу аз т 1һе ап§и1аг 
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тотеп1ит 1һеогу: 


Тг+Т 2 

п т 1 ® л Гз = X! ®° т 

\Т1-Т 2 \ 


\л/Ысһ тау Ье ех1епс1ес1 1о ап агЬкгагу питЬег о! пис1еоп5. 

Аз а Игз! ехатр1е, \л/е соп51с1ег 1\л/о пис1еоп5. Ргот 1һе уес1ог-соирПп§ 
1һеогу, \л/е һауе 51а1е5 \лл1һ Т = 1 апс1 Т = 0. Тһе §гоипс! 51а1е \л/МI 
соггезропс! 1о а 5т§1е1: \л/|1һ Т = 0 апс1 1һе ехскес! 51а1е5 1о а 1пр1е1: мйһ 
Т = 1 \л/|1;һ Мт = 1,0,—1. То \л/огк ои1 1һезе 51а1ез, 1е1 и5 \л/п!е с1о\л/п 
ехрМс1'Ь1у 1һе 1оиг уес1ог5 1һа1; 1огт 1һе зрасе о! 1\л/о пис1еоп5: 


|1) = \рррг) |2) = \Р1'П 2 ) |3) = |щ р 2 ) |4) = [щп 2 ) 

Тһе уес1огз |1) апО |4) һауе М т = 1 апс! —1 гезрес1;|уе1у апс! 1һеге1оге 
Ье1оп§ 1о Т — 1 51а1е5. То Һпс1 1һе о1һег 51а1е5, \л/е арр1у 1һе 1о\л/ег1 п§ 
орега1;ог 

Т_ = *_( 1)+*_(2) 

оп 1һе уес1:ог |1) \л/һ|сһ сопзегуез 1һе уа1ие о! Т Ьи1 1о\л/ег5 1һе уа1ие о! 
Мт Ьу опе: 

Г_|1> = \п 1 р 2 ) + \ргп 2 ) 

= |2) + |3) 


Тһе ге5и11т§ уес1ог Һэб Мт = 0 апс1 \л/е сопс1ис1е 1һа1: 1һе Т = 1 51а1:е5 
тиз! Ье 

|1), 1/\/2(|2) + |3», |4> 

Тһе гетатт§ уес!ог 

1/У2(|2) - |3» 

ти51 һауе Т = 0 эб тау Ье сһескес! Ьу соп51с]епп§ 

Т 2 (|2)-|3» = (Т + Т_+Т>Г 2 )(|п 1Р2 )-| Р1 п 2 )) 

= 0 


Апо1:һег ехатр1е о! 1505рт 1аЬе11т§ 15 ргсллсЫ Ьу пис1е1 мкһ А = 13. 
Тһе 1о\л/ез1 уа1ие о! Т = 1/2 ти51 Ье §|уеп Ьу 1һе пис1е1 мйһ 2 = N = 
7, М т = -1/2 ( С 13 ) апО 2 = 7, N = 6, М т = 1/2 (IV 13 ). 5тсе 
А — 13 15 ос!с1, II15 по1: ро55|Ые 1о һауе БЬаЬеБ \л/ 11 ;һ Т — 1. Тһе пех1 Ы§һег 
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51а1ез тиз! Ье 1огтес1 Ьу 1һе пис1е1 \л/һ:һ 2 = 5, N = 8, М т = —3/2 
апс1 2 = 8, N = 5, Мт = 3/2 со1гезропс1т§ 1 о Т = 3/2. Тһе гетатт§ 
1 \л/о з1а1ез \лл1һ Мт = ±1/2 тиз! соггезропс! 1о ехс 11 ;ес 1 з1а1ез о! С 13 апс1 

IV 13 . 


6.4 Тепзог Орега^огз 

Тепзог орега1огз аге 1ггес1ис|Ые зе!з о! орега1огз аззоаа1ес1 т раг11си1аг 
мкһ 1һе гоЪаЪюп §гоир К 3 . Тһе §епега1 скһпйюп о! ап 1ггес1ис|Ые зе! о! 
орега!огз {0“} 15 

т(е)б“т- 1 (с) = ^огтй(с) 

к 

1п Ые §гоирз, Т(а) = 1 + Ү^, д а д Х д 1ог зта11 а зо 1һа1; 

Г(а)6“Т' 1 (а) = (1 + ^а„А',)0“(1-Е“±,) 

= о? + Е“«[±.о,“] 


5тсе 


\л/е һауе 


Е«г^( а)=ЕО? 


4, + Е“«( а 7)ы 

9 


[А„д“] = Еог(А'“) к 

к 


(6.4) 


\л/Ысһ 15 1һе ери|уа1еп1; сЫшйюп о! 1ггес1ис|Ые зе! о! орега1огз т Ые 
§гоирз. 

Тһе ге1а110П5 с1еһтп§ 1епзог орега1огз аззоаа!ес1 \л/ 11 ;һ 1һе гоЪайоп 
§гоир аге 


[4 01} = У] От^т.', ЪЮ = т&т. 


[ 4 , 0 3 т ] = У 6 З т ,{^ т ,, Уф 3 т ) = у/Ц±т + 1)Цтт)0 3 т ± 1 
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] 15 са11ес1 1һе гапк о! 1һе 1епзог апс1 1һе питЬег о! орега1огз т а зе! 15 
(2 ] + 1) мкһ тп = — ] + 1, ...Рог ехатр1е, 1һе ап§и1аг тотеп1ит 

орега1огз 1һетзе1уе5 1огт а 1еп50г орега!ог о! гапк 1 (уес!ог орега!ог): 

0\ = -З+л/2, 6 г 0 = Л, 6\ = ,7_л/2 



Сһар1ег 7 

Тһе Рот! Сгоирз 


7.1 Сгуз1а1 8утте1гу 

А 1аИ1се 15 с1еһпес1 Ьу 1һгее 1теаг1у тс1ерепс1еп1: уес1ог5 ах, а 2 , апс1 а 3 
апс1 а сгуз1;аI 15 а ге§и1аг аггау о! 1аШсе5 5исһ 1һа1; II 15 туапап! ипс1ег 
1га п51а1;10П5 1 = п\ ах + п 2 а 2 + п 3 а 3 . Араг! 1гот 1га п51а1;10П5, 1һеге аге 
а150 5утте1;гу орега1:юп5 \л/Ысһ аге рег^огтес! \л/|1;һ а рот! Яхес! (оп§т) 
апс! \л/Ысһ 1огт а рот1: §гоир. Тһе йтс1атеп1:а1 соуепп§ орега1:юп5 о! 
рот! §гоир5 аге 

1. Ко1а1;10П5 аЬои! ахе5 1һгои§һ 1һе оп§т. 

2. 1пуег5юп 

Тһе сотр1е!;е 5е! о! 5утте1:гу орега110П5 тс1ис1т§ 1га п51а1;10П5 15 са11ес1 
1һе 5расе §гоир. 


7.2 8сһоепШе8 1Чо1а1юп 

Тһеге аге 5еуега1 псЛаРопБ и5ес1 т с1е5спЫп§ ро 1 П1 §гоир5. У\/е 1о11о\л/ 1һе 
поЪаЪюп с1ие 5сһоеп1Пе5. 

Е = 1с1еп1;|1:у 

С п = го1а1:юп 1һгои§һ 2п/п. 
а = геЯес 110 п т а р1апе. 
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аһ = ге11ес1юп т 1һе р1апе 1һгои§һ 1һе оп§т апс! регрепсНсЫаг 1о 1һе 
ах15 о! һ 1§һез1; го!а1юп 5утте1гу. 

а у = ге11ес1юп т 1һе р1апе 1һгои§һ 1һе ах15 о! Ы§һе51 го1а!юп 5утте1гу. 
а^ = геИес1юп т 1һе р1апе 1һгои§һ 1һе ах15 о! Ы§һе51 го!а1юп 5утте1гу 
апс! Ы5ес1т§ 1һе ап§1е Ье1\л/ееп 1һе 1\л/о-1о1с1 ахез регрепсИси1аг 1о 1һе 
зутте1гу ах15. Тһ 15 15 а 5реаа1 к|пс1 о! а у . 

8 п = 1 тргорег го!а1юп 1һгои§һ 2п/п. Ап 1 тргорег го!а1юп 15 а го!а1юп 
1о11о\л/ес1 Ьу а геЛес1юп т а р1апе регрепсйси1аг 1о 1һе ах15 о! го!а1юп. 
г = 82 = 1 пуег 510 п. 

7.3 Сотти1т§ ОрегаИопз 

\А/е 1151 ра 1Г5 о! орега!юп5 \л/һ|сһ сотти!е. Тһеу аге и5е!и1 1ог \л/огкт§ 
ои! §гоир ти11фПса1юп 1аЫе5. 

1. Т\л/о го!а110П5 аЬои! 1һе 5ате ах15. 

2. Т\л/о ге11ес110П5 т регрепсИси1аг р1апе5 

3. Т\л/о го!а110П5 Ьу п аЬои! регрепсНси1аг ахе5. 

4. А го!а1юп апс! а геЯес1юп т а р1апе регрепсһси1аг 1о 1һе ах15 о! 
го!а1юп 

5. Тһе туег5юп апс1 апу го!а1юп ог ге11ес1юп 

Тһе 1о11о\л/т§ ги1е5 аге и5е!и1 т Ье1егттт§ 1һе сотр1е!е 5утте1гу о! 
1һе ргоЫет. 

1. Тһе 1п1ег5ес110п о! 1\л/о ге11ес1юп р1апе5 15 а 5утте1гу ах15. Тһе 
ах 15 15 п— 101(1 4 1һе ап§1е Ье1\л/ееп 1һе р1апе5 15 п/п. II а геИес1юп 
р1апе соп1а1п5 ап п— 1о1с1 ах15, 1һеге ти51 Ье п — 1 о!һег ге11ес!юп 
р1апе5 а! ап§1е5 о! п/п. 

2. II 1\л/о 2—1о1с1 ахе5 таке ап ап§1е п/п, 1һеп 1һеге ти51 Ье а рег- 
репсһси1аг п— 1о1с1 ах15. А 1\л/о-1о1с1 ах15 апс1 ап п— 1о1с1 ах15 1трһе5 
1һе ех[51епсе о! п — 1 ас1с1|1юпа1 1\л/о-1о1с1 ахе5 5ерага1ес1 Ьу ап§1е5 
о! п/п. 
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3. Апу 1\л/о о! 1һе 1о11о\л/т§: ап еуепТоИ ах15, а ге11ес!юп р1апе рег- 
репсПси1аг 10 II, апс1 ап туегзюп сеп!ге 1трПе5 1һе ех151епсе о! 1һе 
о!һег. 


7.4 ЕпитегаИоп оГ Рот! Сгоирз 

Тһе рот! §гоирз тау Ье с1мсЫ т!о 1\л/о са!е§опе5: 

1. 5|тр1е го!а1юп §гоирз \л/һ|сһ һауе опе 5утте1гу ах15 о! Ы§һе51 
зутте!гу. 

2. Ш§һег зутте!гу §гоир5 \л/Ысһ һауе по ип^ие ах15 о! Ы§һе51 зут- 
те!гу, Ьи1 \л/Ысһ һауе тоге 1һап опе лг—ах15 \л/һеге п > 2. 

II 15 сопуетеп! 1о У15иа1|5е 1һе рот! §гоир орега!юп5 Ьу теапз о! 
51егео§гарЫс ргсуес1юп5 аз 5һо\л/п т р|§иге 7.1. Тһезе аге 1огтеЬ Ьу 
рго]ес1т§ оп 1о 1һе ХҮ р1апе а §епега1 рот! оп а ит! зрһеге \л/Ысһ 15 
5иЬ]ес1ес1 1о 1һе зутте!гу орега!юп5. Тһе 1аЬе1з +/о теап 1һа1 1һе 
рот! 15 аЬоуе/Ье1о\л/ 1һе р1апе ге5рес!|уе1у. Тһе пТо1с1 го!а!юп ахез аге 
тсИса!ес1 Ьу 1һе 5утЬо1з а! 1һе сеп!ге о! 1һе агс1е. 5оПс1 гасһа1 Ппез 
тсИса!е уег!1са1 геИес!юп р1апез апс! Ьазһес! гасИа! Ппез тсИса!е го!а!юп 
ахез. Нопюп!а1 геЯес!юп р1апез аге тсНса!ес1 Ьу ит! агс1е5 \л/|1һ зоһс! 
Ппез га!һег1һап Ьгокеп һпез. 

Тһеге аге 1Ыг1у 1\л/о рот! §гоирз апс! \л/е N511һет т огс!ег о! тсгеа5т§ 
сотр 1 ех 11 у. 

81тр1е го!а!юп §гоирк: 

С п • Тһезе аге §гоирз о! го!а1юп5 аЬои! п—'(Ыс! ахез. Тһеу аге сусПс 
§гоирз о! огЬег п. II сап Ье 5һо\л/п 1һа1 п сап оп 1у Ье 1, 2, 3, 4, апс1 
6. 01һег го!а110П5 аге по! соп5151еп! \лл!һ 1гап51а!юпа1 зутте!гу. Тһе 
§гоирз аге 1һеге1оге С\, С 2 , С 3 , С 4 , апс1 С 6 . 

РгооР: II 1 15 а 1гап51а!юпа1 уес!ог апс1 1' = К^, 1һеп 1һе 1гап51а!10паI 
уес!ог Р — 1 тиз! Ье регрепсИси1аг 1о 1һе го!а!юп ах[5. 1_е! 8 Ье 1һе 
5һог1ез1 1гап51а110па1 уес!ог регрепсһси1аг 1о 1һе ах1з о! го!а!юп. АррIу- 
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1 п§ С п оп 8 §епега!е5 а пе\л/ уес!ог з’ апс1 \л/е тиз! һауе 

|8 7 — з| = 2 ззгп 7Г /п > 8 

51псе 8 15 беЯпеб 1о Ье 1һе зтаПез! 1гап51а11опа1 уес!ог регрепсНси1аг 1о 
1һе ах15 о! гоЬаЬюп. II 1о11о\л/5 1ттесйа1е1у 1һа1 п < 6 апс1 §еоте!г1са1 
соп51с1ега110п 5һо\л/5 1һа1 п — 5 15 по! ро55|Ые. 

Спһ • Тһе5е §гоир5 һауе а су геНесЬюп р1апе т аЬЬШоп 1о 1һе С п 
ах15. \Л/һеп п 15 еуеп, 1һе §гоир тс1ис1е5 1һе туегеюп е1етеп! 50 1һа1 

С 2пһ = С 2п ® I. Тһе §гоир5 аге С 1Һ , С 2Һ = С 2 ®1, С зһ , С 4Һ = С А ®1, 

апс1 С еһ — Д ® I. 

С пг) • Тһе5е §гоир5 һауе а а у ге11ес1юп р1апе т ас1с1һ:юп 1о 1һе С п ах15. 
Ассогс1т§ 1о ги1е 1 1һеге ти51 а150 Ье п геНесЬюп р1апе5 5ерага1ес1 Ьу ап 
ап§1е 7Г /п агоипс! 1һе С п ах[5. С\ у 15 1с1еп11са1 1о СД. Тһе §гоир5 аге 

С 2у , С 3у , С 4у , апб С 6у . 

3 2п • Тһе5е §гоир5 һауе ап 2пАо\6 ах15 1ог 1 тргорег го1а1юп5 апс! еасһ 
Һа5 С п а5 а 5иЬ§гоир. Тһе §гоир5 аге 3 2 , 3 А , апс1 Д — С 3 ® I. 

Д • Тһе5е §гоир5 һауе п 1\л/оТоИ ахе5 регрепсНси1аг 1о 1һе С п ах[5. 
Тһе §гоир5 аге Д, Д 3 , Д, Д. 

Д г һ • Еасһ о! 1һе5е §гоир5 Һа5 Д а5 а 5иЬ§гоир апс! т асЫйюп II 
соп!а 1П5 1һе һопгопЫ геНесЬюп р1апе аһ- 5тсе аһ сотти!е5 \л/|1һ го!а- 

1ЮП5, Д л = Д ® I. 


Р пс ] • Еасһ о! 1һе5е §гоир5 Һа5 Д а5 а 5иЬ§гоир апс1 т асЫШоп II соп- 
1а1П5 сһа§опа1 ге11ес1юп р1апе5 а с / Ы5ес1т§ 1һе ап§1е5 Ье1\л/ееп 1һе 1\л/о1о1с1 
ахе5 регрепсһси1аг 1о 1һе рг 1 пс 1 раI гоЬаЬюп ах15. Тһе §гоир5 аге Д<* апс1 

Д а- 

Ш§һег зуттеЕгу §гоирз: 


Т • Тһ 15 §гоир соп51515 о! 12 ргорег го1а11оп5 1һа11аке а ге§и1аг 1е1гаһе- 
с1гоп 1 п 1 о |15е1Е Тһ 15 15 5һо\л/п т р|§иге 7.2. Тһе е1етеп!5 аге Е, 3 С 2 ’з 
аЬои! 1һе X, Ү, апс! 2 ахе5 апс! 8 Д'5 аЬои! 1һе Ьос1у сһа§опа15 \л/һ|сһ 
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СОП5151 оР 1 \л/о с1аззез, с1оск\ллзе апс1 апР 1 с 1 оск\л/ 1 зе гоРаЬюпз Ьу 27 г/ 3 . 

• Тһ 15 §гоир һаз Т аз а зиЬ§гоир апс1 т асЫҺНоп |р сопЫпз б сПа§опа1 
геР1есРюп р1апез 07 погта! 10 а сиЬе Расе апб сопРатт§ а РеРгаһес1га1 
еб§е зисһ аз ас ог аЬ. Тһе ргезепсе оР б а^з 1трМе5 Рһе ех1зРепсе оР б 
5 4 ’5 аЬои! 1һе X, Ү апб 2 ахез. Тһе 1о1:а1 питЬег оР е1етеп1:з 13 24. 

Тһ • Тһ 15 §гоир һаз Т аз а зиЬ§гоир апб т аббйюп II сопРатз туег- 
510п зо 1һа1; Тһ — Т ® I . 

О • Тһ 15 15 опе оР 1һе тоз! Iтрог1аП1 рот! §гоирз, зһо\л/п т р|§игез 
7.3а апб 7.3Ь. ТЫз §гоир сопз1з1;5 оР 24 ргорег го1а1:10П5 1һа1; 1аке ап 
ос1аһебгоп т1о |1;5еИ : . Тһезе аге Е, 8 Сз'з аЬои! 1һе Ьобу сПа^опа 1з, 3 
С -2 з апб б СҮз аЬои! 1һе X, Ү, апб 2 ахез, апб б СҮз аЬои1; ахез 1һгои§һ 
1һг оп§т рагаИе1 Ро Расе сПа§опа1з. АП Рһе С 3 'з аге т Рһе зате с1азз һи! 
Рһе Р\л/о ктбз оР С- 2 орегаРюпз Рогт Р\л/о сПз1;|пс1: с1аззез. 

Оһ • ТЫз §гоир һаз О аз а зиЬ§гоир апб т ас 1 сП 1 : 10 п II сопРатз туегзюп 
зо РһаР Оһ = О ® I . 

Тһе Ро11о\л/т§ ротР §гоирз аге изеРи! Ро кпо\л/ ЬиР Рһеу аге поР сопз13- 
4еп1; \л/|рһ Ргапз1аРюпа1 зуттеРгу Ьесаизе Рһеу соп1;а Iп РЫеРоИ ахез. 

Ү' • Тһ 15 §гоир сопз1зРз оР 60 ргорег гоРаРюпз РһаР Раке ап 1 Созаһебгоп 
ог а бобесаһебгоп тРо |Рзе1Р. Тһ 15 13 М1 из1га1;ес1 т р|§игез 7.4а апб 7.4Ь. 

Ү һ • Тһ 15 §гоир һаз Ү' аз а зиЬ§гоир апб т абсПРюп II сопРатз туегзюп 
зо РһаР Үһ = Ү ® I . 

\Л/е Из! а1зо т ТаЫе 7.1Рһе с1азз|Р1саРюп оРРһе 32 ротР §гоирз ассогсПп§ 
Ро Рһе сгузРа! зузРетз Ро \л/һ 1 сһ Рһеу Ье1оп§. Тһе ит! се11 гершгес! Рог 
сотра1;|ЫП1;у \л/|рһ Рһе ротР-§гоир зуттРегу 13 зресЫеб Ьу Рһгее Ргапз- 
1аРюпз а, Ь, апб с апб Рһгее ап§1ез а, (5, апб 7 аз ШизРгаРеб т р|§иге 
7.5. 
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7.5 1тргорег Рот! Сгоирз 

Тһе ргос1ис1: оР1\л/о 1 тргорег е1етеп1:5 15 а ргорег е1етеп1; 5тсе ап 1 тргорег 
е1етеп1; һаз а Ье1егттап1 —1. к Ро11о\л/5 ако 1һа1: а ргос1ис1; о! а ргорег 
апс1 ап 1 тргорег е1етеп1; 15 ап 1 тргорег е1етеп1. 1_е1 С Ье ап 1 тргорег 
§гоир. \Л/е тау \л/гке 

С = Р + ^ 

\л/һег Р апс! (^) соп1ат ргорег апс! 1 тргорег е1етеп15 ге5ресһуе1у. Ье! г 
Ье апу 1 тргорег е1етеп1. Тһеп кот 1һе геаггап§етеп1:1һеогет \л/е һауе 

С = 1Р + ХЗ 

апс1 1һеге1оге гР — (} апс! г<5 = Р 50 1һа1: 

С = Р( 1 + г) 

к г сотти1:е5 \л/|1;һ а11 е1етеп1:5 т 1һе §гоир, 1һеп 

С = Р®1 

\л/һеге / = (1,г). Рог ехатр1е, г сап Ье 1һе туегеюп ог һогкопЫ геЯес- 
коп. к1һе 1пуег510п 15 по! соп1атес1 т 1һе §гоир, II 15 котогрЫс \л/|1;һ 1һе 
ргорег §гоир С = Р + г<5- Тһк котогрһкт сап Ье 5ееп Ьу покп§ 1һа1: 
г'<3 саппо! оуеНар \л/|1;һ Р 5 тсе г 15 по! соп1атес1 т С. Тһи5 \л/е а55оаа!е 
1 һе е1етеп1 1С} к о! С \л/кһ 1һе е1етеп1 С^ к о! С \л/ҺПе Р 15 соттоп 1о 
Ьо1һ §гоир5. 


7.6 ОоиЫе-Сгоир Керге8еп1а1юп8 

\Л/е һауе 5ееп 1һа1: 1һе һа 1Р-1 п1е§ег герге5еп1а1;10П5 оНһе гоЬакоп §гоир Р 3 
аге с1оиЫе-уа1иес1. Еасһ гоЬаһоп 15 герге5еп1ес1 Ьу 1\л/о сҺбҺпс! таЫсеБ. 
Тһе Һа1кт1е§ег герге5еп1а1;10П5 агке 1ог ехатр1е \л/һеп 1һе Ьа515 кипс110П5 
аге 1һе 5рт кипс110П5 х<т( т з) \л/Ысһ §ке 1һе герге5еп1а1;10п Р 1 / 2 . 

Бтсе ро 1 П1 §гоир5 аге 5иЬ§гоир5 оНһе го1а1:10П5 §гоир, \л/е ако ехрес! 
1о һауе с1оиЫе-уа1иес1 герге5еп1:а1:юп5 \л/һеп 1һе Ьа515 кипС1 1 оп5 1гап51огт 
ассогсИп§ 10 1һе һа 1к-1 п1е§ег герге5еп1а1;10П5, \л/Ысһ аге океп 1һе са5е т 
рһу51са! аррһсакопб. 
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Соп51с1ег а рот! §гоир д сопз1311т§ о! ргорег го1а1юпз апс! 1һе согге- 
зропсНп§ §гоир С о! та!псез 1акеп 1гот 1һе гергезеп!а1юп Л 1//2 , 5ау. С 
соп!атз 1\ллсе а5 тапу е1етеп1з аз д с1оез апс! 1һе §гоир С 15 саИес! 1һе 
с1оиЫе §гоир о! д. Тһе 1\л/о §гоирз С апс! д аге һототогрЫс. То \л/огк 
ои! 1һе сһагас!ег 1аЫе о! 1һе с1оиЫе §гоир, \л/е сап ргосеес! аз изиа1 Ьи1 
1һе 1о11о\ллп§ ги1ез з^рШу 1һе ргосеЬиге: 

1. 1_е1 Т{В ) апс1 Т{В ) Ье 1\л/о та!псез о! С гергезеп!т§ 1һе зате 
го!а1юп В. Т(В ) = ЁТ(В) \л/һеге Ё 13 ттиз а ипII та!пх герге- 
зеп!т§ а го!а1юп Ьу 2тг апс! Ё 2 = Е гергезеп1з а го!а1юп Ьу 47г. 
Еу|с1еп1;1у, Ё сотти!ез \л/|1һ аII е1етеп1з о! 1һе с1оиЫе §гоир. Тһе 
сһагас!егз о! Т(Я) апс1 Т(Я) тиз! 1һеге1оге һауе орроз11е 31 §п: 

х(В) = -х(К) 

ехсер! \л/һеп В 13 а го!а1юп Ьу тг, т \л/Ысһ сазе х(Я) = х(Я) = 0. 

2. 1\1е§1ес1т§ 1ог 1һе тотеп! 1һе зрес1аI сазе о! го!а1юп Ьу тг, II 1о11о\л/з 
1һа1 И а зе! о! го!а1юпз В 1огт а с1азз о! д, 1һеп 1һе та!псез Т(В) 
апс1 Т(Я) 1огт 1\л/о с1аззез о! С, зисһ 1һа1 И Т(В) Ье1оп§з 1о опе 
1һап Т(В) Ье1оп§з 1о 1һе о!һег. 

3. II В 13 го!а1юп Ьу тг, 1һеп Т(Я) апс! Т(Я) тау ог тау по! Ье1оп§ 
1о 1һе зате с1азз. Тһеу Ье1оп§ 1о 1һе зате с1азз Т апс1 оп1у Т 1һе 
ах13 о! го!а1юп 13 ЬПа1ега1, һе. 1һеге 13 ап е1етеп1 1һа1 геуегзез 
1һе сһгесЬюп о! 1һе ах1з. ТЫз 15 Ьесаизе 1ог Ы1а1ега1 ах1з, Я(±Ө) 
Ье1оп§ 1о 1һе зате с1азз зо 1һа1 т 1һе ЬоиЫе §гоир Я(тг) апс1 
Я(—тг) = Я(3тг), ог Т(Я) апс! Т(Я), Ье1оп§ 1о 1һе зате с1азз. 


Аз ап ехатр1е, \л/е сопз1с1ег 1һе ЬоиЫе §гоир о! И 3 . Тһе с1аззез о! 
Л 3 аге С е , С с , апс! С^. Тһе с1аззез о! 1һе ЬоиЫе §гоир сап Ье \л/огкеЬ 
ои! Ьу из 1 п§ 1һе ги1ез сИзсиззеЬ аЬоуе. ё 15 т а с1азз Ьу 115611 Ьесаизе II 
сотти!ез \л/|1:һ а11 е1етеп1з. Тһеге 15 по Ы1а1ега1 ах1з зо 1һа11һе сһагас!ег 
1аЫе 15 §|уеп Ьу 
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Се 

С е 

2 С с 

2 С с 

3 С а 

3 с л 

Т 1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

Т 2 

1 

1 

1 

1 

-1 

-1 

Т 3 

2 

2 

-1 

-1 

0 

0 


1 

-1 

1 

-1 

г 

— 1 


1 

-1 

1 

-1 

—1 

г 

7^6 

2 

-2 

-1 

1 

0 

0 


Тһе Һг 5 !!һгее аге !һе 5 т§ 1 е-уа 1 иес 1 герге 5 еп!а!юп 5 о! Е 3 апс! !һе 1аз1; !һгее 
аге !һе пе\л/ герге 5 еп!а!юп 5 ап 5 т§ 1гот !һе ЬоиЫе §гоир. Тһе сһагас!ег 5 
х(Са) сап Ье оЬ!атеЬ Ьу оЬ 5 етп§ !һа! = ё 50 !һа! х 2 (Д) = — 1 апс1 
!һеге!оге х(Са) — Тһе гез! о! !һе !аЫе сап Ье ҺПеЬ т Ьу и 5 т§ !һе 
ог!һо§опаһ!у Ье!\л/ееп !һе сһагас!ег 5 . 

Ё сотти!е 5 \лл!һ а11 е 1 етеп !5 апс1 Ё 2 = Е $о !һа! ( Е,Ё ) 1огт а 
5 иЬ§гоир. Тһе ЬоиЫе §гоир, һсад/еуег, 15 по! а сһгес! ргос!ис! о! !һ |5 
зиЬ§гоир апЬ !һе оп§та1 §гоир Ьесаизе 1гот !һе рот! о! \/\е\ы о! !һе 
ЬоиЫе §гоир, !һе оп§та1 §гоир д 15 по 1оп§ег а §гоир. 

А 5 а 51тр1е ехатр1е о! рһу51саI аррһса!юп 5 о! !һе ЬоиЫе §гоир 5 \л/е 
соп51с1ег ап а!от \л/| 1 ;һ !һгее 5 -е 1 ес!гоп 5 . Тһе ргос1ис! о! !һгее 5 рт 1ипс- 
!юп5 !гап1огт ассогсһп§ !о !һе ргос1ис! герге5еп!а!юп Е 1 !' 2 ® Е 1 ! 2 ® 
Е I/ 2 = Е 3 / 2 ®2Е 1 > 2 . Ье! и 5 5 ирро 5 е !һа! \л/е Ьгеак !һе го!а!юпа1 5 ут- 
те!гу Ьу ри!!т§ !һе а!от т а ро!еп!Ы \л/| 1 :һ Е 3 5 утте!гу. Тһе ргоЬис! 
1 ипс!юп 5 !гап51огт ассогсһп§ !о !һе ЬоиЫе §гоир о! Е 3 апс1 по! ассогс!- 
т§ !о !һе §гоир Е 3 . Тһе герге 5 еп!а!юп 5 Е 3 / 2 апс1 Е Т 2 тау Ье геЬисеЬ 
Ьу и51п§ !һе и 5 иа 1 1огти1а х = Х] 7 ш 7 х 7 >л/һеге 7 1аЬе15 !һе 1 ггес 1 ис|Ые 
герге 5 еп!а! 10 П 5 о! !һе ЬоиЫе §гоир. 

7.7 8расе Сгоир 

Тһе 5расе §гоир, \л/Ысһ 15 !һе 1и11 5утте!гу о! а сгу5!а1, соп!ат5 
!гап51а!10па1-5утте!гу орега!ог5, го!а!юпа1-5утте!гу орега!ог5 1гот !һе 
рот! §гоир, апЬ !һе сотЫпа!юп5 о! !һе !\л/о. Тһе е1етеп!5 о! !һе 5расе 
§гоир аге сопуеп!юпа11у герге5еп!ес1 Ьу {Д!} теапт§ 


{Д!}г = Кг + ! 


( 7 . 1 ) 
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Тһе тиШрһсайоп ги1е 1ог 1һе е1етеп1:5 о! 1һе зрасе §гоир 15 


{Л|1}{Л / |1'}г = {Т?|Т}(/г , г +1') 

= К(К'г + 1') + 1 

= {кк'\кР + ф 

(7.2) 

11 {К'\Р} = {Д11}- 1 1һеп {КК'\КР +1} = {Я|0} 50 ИһаН 

1 

(7.3) 

Тһи5 1һе 1пуег5е е1етеп1; 15 


{К II}" 1 = {/Г 1 ! - К~Н} 

(7.4) 

\А/е һауе а1геас1у 5һо\л/п т ехатр1е 1 (3.14) 1һа1 1һе е1§еп!ипс1:юп5 
о! а Нат 1 11оп 1 ап мкһ а 1а11;1се 1гап51а1:юпа1 5утте1гу ти51 оЬеу В1осһ 
1һеогет: 

^к( г + 1 0 =е* к '*^к(г) (7.5) 

Рипс110П5 һау|п§ 1 Һ 15 ргорег1у аге саИес! В1осһ 1ипс1:юп5. 
\л/е сап \л/п!е 

^к( г ) = И к( г ) е * к ' Г 

\л/һеге 15 репосНс, һе. 

ТҺ 15 теап5 1һа1; 

(7.6) 


Ик( г + 1 ) = и к( г ) 

\Л/е соп51с1ег һеге оп1у 51тр1е зрасе §гоирз (зуттогрЫс). Ву 1 Һ 15 \л/е 
теап 1һа1 а11 1һе рот! §гоир е1етеп1;5 аге тетЬегз о! 1һе зрасе §гоир ог 
т о!һег \л/огс15, 1һе рот! §гоир 15 а 5иЬ§гоир о! 1һе 5расе §гоир. Тһ 15 15 
по1 1гие т §епега1. 

Тһе 1огт о! 1һе В1осһ 1ипс1:юп5 ехрПсШу 1аке5 5п1:о ассоип! 1һе 1аИ!се 
1гаП51а110паI 5утте1гу. 1Мо\л/ \л/е соп51с1ег 1һе еЯес15 о! 1һе рот! §гоир 
орега110П5 оп 1һе5е 1ипс1:юп5. 

ТШ к(г) = Г(Я)« к (г)е‘ кг 
= « к (Я- 1 г)е‘ кд_,г 
= и к (Д- 1 г)е шкг 


(7.7) 
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Тһе РипсОоп и^(К х г) 15 а1зо репосПс Ьесаизе 

И к(-^ 1 ( г + *0) = «к(-Й _1г + О = И к(-^ 1 г ) 

\л/һеге Р = 15 ]и51 апсЛһег 1гап51а1:юпа1 уес1ог. 

II \л/е арр1у а11 1һе рснп1:-§гоир орега1юп5 оп а \л/ауе уес1ог к \л/е оЫ:ат 
\л/һа1 15 са11ес1 1һе 51аг оР к. II к Пе5 оп а 5утте1:гу ротр, 5оте оР Рһе 
орегаРюп5 \л/МI Раке к тРо 115Ө11 7 . Тһе5е орегаРюп5 РһаР Раке к тРо |1;5еИ г 
с1еаг1у Рогт а 5иЬ§гоир Ьесаи5е Н 1 Н 2 Р = Я$к = к \л/һеге К 1 К 2 = Я%. 
Тһ 15 5иЬ§гоир 15 са11ес1Рһе §гоир оР Рһе \л/ауе уесРог. IIпс1ег Рһе орегаРюп5 
оР РҺ 15 §гоир, \л/е һауе 


ПЯШт) = и к (Л- 1 г)е*' г (7.8) 


Тһи5 \л/е 5ее РһаР {и^Я^г) Ргап5рогт атоп§ Рһет5е1уе5 ипс1ег Рһе §гоир 
оР к ассогсИп§ Ро ап 1ггес1ис|Ые герге5епРаРюп оР Рһе §гоир \л/Ысһ 15 са11ес1 
Рһе 5та11 герге5епРаРюп. 

Тһе е1§епРипсРюп5 оР Рһе НатПРотап оР а сгу5Ра1 аге Рһеп 5рес1һес1 
Ьу Р\л/о риапр|р|е5: Рһе к уесРог (В1осһ Рһеогет) апс1 Рһе 1ггес1ис|Ые герге- 
5еп1:а1;10п оР Рһе §гоир оР к. 

РогтаПу, \л/е һауе (т аРоггпс ип 115 Һ — т — е — 1) 


-\ъ 2 + Ү( г) 


Фь = Е ъ Ф 


к*к 


(7.9) 


1)51п§ Рһе В1осһ Рогт, \л/е §еР 
1 

~2 ^ 

\л/һ 1 сһ тау Ье ге\л/пРРеп 
1 


V 2 + 2Рк • V — к" 


— V 2 + У(г) + к • р 


и к = Е к и к 


и к = Е к и к 


(7.10) 


(7.11) 


\л/һеге Е' = Е — к 2 / 2. ТҺ 15 едиаРюп 5һо\л/5 Рһе 5151110031106 оР Рһе §гоир 
оР к. \Л/е сап Рһтк оР Рһе 1а5Р Регт а5 а регРигЬаРюп \л/һ 1 сһ Ьгеак5 Рһе 
5уттеРгу оР Рһе 1а11;1се роРепРЫ У(г). 

Соп51с1ег Р 1 Г 5 Р Рһе са5е оР к = 0. Тһеп \л/Ш Ргап5рогт ассогсИп§ Ро 
ап 1ггес1ис|Ые герге5епРаРюп оРРһе РиII ротР §гоир. Тһе Ое§епегасу а! РҺ 15 
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рот! 15 §|уеп Ьу 1һе сНтепзюп о! 1һе 1ггес1ис|Ые гергезеп1:а1:юп аз изиа1. 
1_е1 из по\л/ сопз1с1ег 1һе сазе к ф 0 \лл1һ 1һе соггезропсИп§ к уес1ог §гоир 
\л/Ысһ 15 а зиЬ§гоир о! 1һе 1и11 рот! §гоир. 1п 1Ыз сазе, 1һе с1е§епега1е 
з1а1;ез а! к = 0 зШ 1огт ап туапап! зиЬзрасе 1ог 1һе зиЬ§гоир Ьи1 1һеу 
аге т §епега1 геЬиаЫе. \А/е ехрес! 1һа1; 1һе с1е§епегасу \л/Ш Ье зрМк. 1п 
Шз \л/ау \л/е сап Ь§иге ои! 1һе с1е§епегааез а! апу к ротк Аз а з1тр1е 
ехатр1е, сопз1с1ег а 1\л/о сНтепзюпа! сгуз1аI \лл1һ а зриаге рпт 11 :|уе 1аН1се. 
Тһе гес 1 ргосаI зрасе 15 а1зо а зриаге. Ье! из аззите 1һа11һе рот! §гоир 15 
В 4 . II \л/е 1аке а рснп! а1оп§ 1һе ж-ах15, 1һеп 1һе к уес1ог §гоир 15 (е, а х ) 
(изт§ 1һе зате по1а1:юп аз т 1һе ехегазе). Тһ 15 13 ап АЬеПап §гоир 
апс1 1һе 1ггес1ис|Ые гергезеп1а1:юп5 аге опе сПтепзюпа1. Тһиз 1һе з1а1;е5 а! 
1Ыз рот! саппо! Ье Ье§епега1е. II \л/е сопз1Ьег 1һе рот! к = 0, \л/е ггп§һ1: 
һауе 51а1:е5 \л/Ысһ аге ЬоиЫу Ье§епега1е Ьесаизе 1һеге 15 а 1\л/о сНтепзюпа! 
1ггес1ис|Ые гергезеп1а1:юп оН В 4 . А1оп§ 1һе а>ах15, 1һезе с1е§епега!е з1а1:е5 
\л/ПI т §епега! Ье зрИь. 
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Сһар1ег 8 

Тһе Сгоир 8Щ 

8.1 1пйш1е81та1 Орега1ог8 апс! 1ле А1§е- 
Ьга 

Тһе §гоир 811з 15 ап ех!еп5юп о! 1һе §гоир 57/2. \Л/е <1епуе 1һе Ые 
а1§еЬга 1гот а рһуз1са1 рот! о! у\е\ы Ьу соп51с1ег1 п§ 1һгее 51а1:е5 \л/Ысһ 
тау Ье а55оаа!ес1 \л/|1:һ 1һе рго1оп, пеи1гоп апс1 1атЬс1а раг!1с1е 51а1;е5: 

|р) = с+|0>, |п} = с+|0}, |А) = Сд|0) 

Тһе Ыһпеаг ргос!ис15 01 7 аппIһПа 1 : 10 п апс1 сгеа 110 п орега1ог5 1һа1: сопзегуе 
раг 1 ; 1 с 1 е питЬег аге: 


с р с р , 

Ср с П) 
СрСл, 

Тһезе орега1:ог5 һогт а Ые а1§еЬг 
орега1ог5 аз ^оМо\л/з: 

В = СрС р + с+а, 

Т? — ^ ( С р С р ~~ С ; 
У = \{Ср' С Р + С Г‘ 


С п С П 1 

С А 


+ л 

с п СЛ, 

СдСр, 

С П С Р1 

С А С п 


. У\/е с1еһпе а пе\л/ зе! оһ тһт1:е51та1 

+ СдСд, 

I С п ) 1 

с п - 2сдС Л ), 
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Т+ = с+с п , 11+ = с+с л , У+ = сХс р , 

Т- = сХс р , V _ = с\с п , VI = с+сл 

\А/е сои1с1 һауе сһозеп 

4 г = \(Сп с п - 4сл) = |У - (8.1) 

ог 

К = |(Фл - <с р ) = - ^Г« (8.2) 

тз1еас1 о! Т г . Тһе орега!ог В сотти!е5 \л/|1һ а11 о1һег орега1ог5 апс1 
II тау Ье т1:егрге1ес1 эб 1һе (Ьагуоп) питЬег орега!ог. Тһе гез! о! 1һе 
орега!ог5 1огт а Ые а1§еЬга Ьу ^һетзекез апс! 1һеге аге а! тоз! 1\л/о 
орега1ог5 1һа1; ти!иа11у сотти1е, Т 2 апс! Ү, зо 1һа1; 1һе согге5ропсИп§ 
Ые §гоир 15 о! гапк 2. Тһе о!һег орега^огз Т±, II±, апб У+ аге 1һе 1ас16ег 
орега1ог5, аз 1һе по 1 а 1 ; 10 п а1геас1у зи§§ез!з. Тһиз 1һе с1ез1гес1 Ые а1§еЬга 

15 



= 0 

(8.3) 

Т г , Т± 

г л л -| 

= ±2*' 3 ^‘ 7Т_1 ^ ± 

(8.4) 

Т 

= ±(<5д/ — Һү)3± 

(8.5) 


\л/һеге Т = Т, [I, V. Тһе Ые а1§еЬгаз 1ог II апс1 V сап Ье оЫ:атес1 1гот 
Ерз. ( 8.1), ( 8.2), ( 8.3), ( 8.4) апс! ( 8.5). 1п ас1с1һ:юп5, \л/е һауе 
соттиЪаЪюп ге1а1юп5 атоп§ 1һе 1ас1с1ег орега!огз \л/һ 1сһ аге изе!и1 1ог 
§епега1т§ 1һе т и III р1е1;5: 


;4, ^ 
Т±,й± 


\Л/е оЬзегуе а!зо 1һа1: 


( 8 - 6 ) 

ЕУ+ апй сусИс регтЫаНопз (8.7) 


[Л, «Ль] = ±4ь [Т+, </_] = 2Е 


\л/һ 1 сһ 15 1һе Ые а1§еЬга о! 511 2 . 


( 8 . 8 ) 
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Тһе гергезеп 1 :а 1 ; 10 п о! 1һе шйпһ:е51та1 орега1ог5 т 1һе 1һгее сИтеп- 
510па1 зрасе о! | р), \п), апс! |Л) 15 §|уеп Ьу 


Т, = 


т+ = 


II + = 


14 = 



Ү = 


г_ = 


= 


14 = 


0 0 


Тһезе аге т 1ас1 1һе §епега1ог5 о! 1һе §гоир 511, 3 . 



8.2 8иЬ§гоирз 

Кпо\л/1ес1§е о! 1һе зиЬ^гоирз 15 изе1и1 1ог \л/огкт§ ои! 1һе ти11|р1е1 51гис- 
1иге. Ер. ( 8.8) зһо\л/5 1һа1; 1һеге аге 1һгее 511 2 5иЬ§гоирз. Ү 15 а §епега1ог 
о! ап АЬеПап §гоир аз тсНса1ес1 Ьу 1һе сИа§опа1 1огт о! Ү, ]из! Ике Т~ 
15 а §епега!ог о! ап АЬеПап §гоир Н 2 . Тһе §епега1ог5 (Ү,Т г ,Т±) 1огт а 
сһгес! ргос!ис! §гоир 8112 <В> II \ зтсе Ү сотти1:е5 \лл!һ Т г апс! Т±. Тһе 
АЬеПап §гоир 11 2 сап Ье зһслл/п 1 о Ье 15отогрЫс \лл1:һ 1һе §гоир К 2 . Тһеге 
аге сЛһег зиЬ^гоирз Ьи11һеу аге по1 1 трог 1 ап11ог 1һе ригрозе о! \л/огкт§ 
ои! 1һе ти11|р1е1 з1гис1:иге. 


8.3 МиШр1е1 81гис1иге 

Тһеге аге 1\л/о ти1иа11у сотти1:т§ орега!огз, Т~ апс1 Ү, зо 1һа1; а ти11|р1е1 
тау Ье 1аЬе11ес1 Ьу 1\л/о питЬегз ге1а1ес1 1о 1һе е1§епуа1иез о! 1\л/о Саз 1 т 1 г 
орега1огз. Еасһ 51а1:е т а ти11|р1е1 тау Ье 1аЬе11ес1 Ьу 1һе е1§епуа1иез 
о! Т 2 апс! Ү. Но\л/еуег, с1ие 1о 1һе ргезепсе о! 811 2 зиЬ§гоирз, 1һе з1а1:е5 
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тау Ье с1е§епега!е апс1 ас1с1|1юпа1 1аЬе1з аге гершгес! 1о сһз1т§шзһ 1һезе 
с1е§епега!е з1а1ез. Тһиз 1һе з1а1ез т а §|уеп ти11|р1е! сап Ье \л/п!1еп аз 

ф(М т ,Ү,а) 

\л/һеге М т апс! Ү' аге !һе е1§епуа1иез о! Т 2 апс1 Ү гезрес1|уе1у апс] а 15 
а зе! о! ас1сЛ1;10па I 1аЬе1з гер и I гес1 1о сЛз1;| п§и 1 зһ з!а!ез \л/ 11 ;һ 1һе зате Мт 
апс1 Ү'. 5тсе Ү соггезропЬз 1о ап АЬеПап §гоир, 113 гергезеп!а!юп 15 опе 
сНтепзюпа! апс1 ип|рие1у 1аЬе11ес1 Ьу Ү. Тһе 1аЬе1 Мт оп 1һе о!һег Һапс1 
тау апзе 1гот зеуега! сШТегеп! уа1иез о! Т. То 1аЬе1 еасһ з!а!е ип|рие1у, 
\л/е тау 1һеп сһоозе а = Т. 

Ргот Ер. ( 8.8), 1һе орега!огз (Т 2 , Т + , Т_) аге 1һе тһт1ез1та1 ор- 
ега!огз о! 1һе §гоир 811 2 апс1 1һеге1оге М т 1акез 1һе уа1иез М т = 

0, ±1/2, ±1,_ 5|тПаг1у 1ог ф г ,11 + ,11_) апс! (V/, У + , V ). II 1о1- 

1 о\л/з 1гот Ер. ( 8.1) ог ( 8.2) 1һа1 1һе е1§епуа1иез о! Ү аге Ү' = 
0, ±1/3, ±2/3, ±1,.... Еасһ з!а!е т а §|уеп ти11ф1е! тау 1һеп Ье герге- 
зеп!ес1 Ьу а рот! т (Мт,Ү)~ р1апе аз П1из1га1е8 т р|§. (8.1), кеерт§ т 
ттс!1һа1 еасһ рот! тау гергезеп! тоге 1һап опе з!а!е. Еасһ з!а!е 15 по! 
оп 1у ап е 1 §епз!а 1 е о! Т~ апс1 Ү Ьи! II 13 а1зо ап е1§епз!а1е о! II г апс1 V- аз 
Ро11о\л/з 1гот Ерз. ( 8.1) апс1 ( 8.2) Ьи! Т г , II г , апс1 V/ аге Iп!егге1а!ес1 зо 
1 һа1 опе о! 1һет 8е1егттез 1һе о!һег 1\л/о. 

Тһе 1ас1с1ег орега!огз тау Ье сопуетеп!1у гергезеп!ес1 Ьу агго\л/з аз 
зһо\л/п т р|§. (8.2). Рог ехатр1е, Ерз. ( 8.4) апс1 ( 8.5) 1е11 из 1һа1 

V- ф(М т , Ү, Т) = 53 С{Г) ф{М т ± \,Ү ± 1, т') 

г ү! " 

То §епега!е а т и III р1е1, \л/е изе 1һе зате ргосес1иге аз т 1һе сазе о! 
1һе го!а1юп §гоир. \Л/е з!аг! 1гот а з!а!е ф \л/|1һ 1һе Ы§һез1 уа1ие о! Ү ' 
апс! 1ог 1Ыз Ү 1һе Ы§һез! уа1ие о! Мт- Ог а11егпа!|уе1у, \л/е соиИ з!аг! 
1гот 1һе Ы§һез! уа1ие о! Мт апс1 1ог 1Ыз Мт 1һе Ы§һез1 уа1ие о! Ү1 Тһе 
һгз! а11егпа!|уе 1 трһез: 

Т+ф = 11 + ф = У_ф = 0 

А11һои§һ II- тсгеазез Мт, II-ф 15 по! песеззагПу гего Ьесаизе II- 1о\л/егз 
1һе уа1ие о! Ү. Тһе аЬоуе ериа!юпз Iтр1у 1һа! ф 15 ап е1§еп1ипс1юп о! 
Т 2 , II 2 , апс! V 2 \л/Ысһ тау Ье уепһес) Ьу орега!т§ Т 2 = Т„Т + + Т 2 + Т~ 
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оп ф, апс1 51т|1аг1у 1ог II 2 апс1 V 2 . 1п о!һег \л/огс1з й Һэб беНтЬе Т, II, 
апс1 V. Сопуеп1юпаһу, ф 15 1аЬе11ес1 Ьу 1\л/о питЬегз Л = 2Т апс1 ц = 211, 
\л/Ысһ 1 трһез 1гот Ерз. ( 8.1) апс! ( 8.2) 1һа1 А + ц = 2V . Ог 

Т=\\ II =ф, У= 1 -(\ + ,,) ( 8 . 9 ) 

Тһе 1\л/о питЬегз Л апс! ц тау а1зо Ье изес1 1о 1аЬе1 1һе ти11|р1е1: Л А Т 
Тһе з1а!е ф һаз 1һе 1о11о\л/т§ уа1иез о! Мт апс1 Ү: 

М т = \ Л, Ү= 1 -{\ + 21ф 

апс! 1е1 из с1епо1е 1һе з1а!е Ьу 1һе рот! А = [|А, |(Л + 2ц)\ аз зһо\л/п т 
1һе р|§. (8.3). Тһе з!ерз 1о §епега!е 1һе т и III р1е1; 15 аз Ео11о\л/з: 

1. \Л/е арр1у Т_ гереа1ес11у оп ф(А) иШП \л/е геасһ рот! Р а! \л/Ысһ 
Т-ф(Е) = 0. Тһе соогсһпа1:е о! рот! Е \з Е = [—|Л, |(Л + 2//)] 

2. \А/е арр1у 1/_ гереа!ес11у оп ф(А) ип1һ \л/е геасһ рот! В а! \л/Ысһ 
11-ф[В) = 0. То Я§иге ои! 1һе соогсһпа1:е о! рот! В, \л/е оЬзеп/е 
1һа1: II_ тсгеазез М т Ьу 1/2 апс1 Ьесгеазез Ү Ьу 1 апс! II_ һаз Ьееп 
аррһес! ц 1һтез 1гот А 1о В. Тһиз В = [|(Л + /х), |(Л — ц)]. Тһеге 
саппо! Ье з1а1ез 1о 1һе п§һ1: о! АВ Ьесаизе 1гот Р^. ( 8.6) \л/е һауе 
Т+йЧф = УМЦф = 0 Тһиз 1һе з1а1:ез а1оп§ АВ з1;Ш һауе с1еһт1е 
Ьи1 сһЯегеп! уа1иез о! Т апс1 V апс! 1һе зате уа1ие о! II. 

3. Тһе 51а1ез а1оп§ ВС сап Ье оЬЫпес! Ьу арр1ут§ У + гереа!ес11у оп 
ф(В) ог \л/е сап аг§ие 1гот зутте!гу 1һа1; 1һе з1а1:ез тиз! Ье зут- 
те1г1са1 аЬои! 1һе сһа§опа1 Ызес1т§ АВ. Тһе гез! о! 1һе һеха§оп 
сап Ье оЬ1атес1 Ьу зутте!гу аЬои! 1һе сһа§опа1 Ызес1т§ ВС. \А/е 
һауе зһо\л/п 1һа11һе з1а1:ез т а §|уеп ти11|р1е1 тиз! һе оп ог тз1с1е 
а һеха§оп. 1п §епега1, II сап а1зо Ье а 1пап§1е \л/Ысһ 13 1һе сазе 
\л/һеп Л = 0 ог /1 = 0. 51а1ез оп 1һе ои!егтоз1; һеха§оп аге итрие 
апс1 1һеу һауе с1еһт1е Т, II, апс! V. 

4. \А/е сап по\л/ §епега!е з1а1;ез тз[с1е 1һе һеха§оп апс! 1һеге тау Ье 
тоге 1һап опе 1пс1ерепс1еп1; 51а1е а! еасһ ро1п1;. Сопз1с1ег 1һе з1а1е 
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1аЬе11ес1 Ьу рот! С. Тһеге аге 1һгее Ьаз1с \л/ау5 оР геасһт§ рот! С 
Ргот А \л/Ысһ §епега1е 1һе 51а1ез: 

ф 1= ТФф ф 2 = 11_Т_ф ф 3 = У + ф, 

Тһе 5РаРе5 ф\ апс! ф 2 аге Мпеаг1у тс1ерепЬеп1: 5тсе Т_ апс] ?7_ с1о 
по! сотти1е Ьи1 ф 3 15 по1 тс1ерепс1еп1: оР 1һе о1һег Р\л/о Ьесаизе 

[т-, й-]Ф = -у + ф > Ф\ — о 2 — -0з 

Тһе 5РаРе ф\ һаз а с1еР|тРе Т = |(Л + 1) апО II 15 ро55|Ые 1о Рогт 
а Ппеаг сотЫпаРюп оР ф 2 апс! ф 3 50 1һа1; II Һа5 а скРтйе Т: 

Г + (0 2 + с0 3 ) = Т+й-Т-ф + сТ + у + ф 

= й.-_т + т_ф + с (у + т + - й_)ф 
= й-(т-т + + 2т г )ф-сй-ф 

= (Х-сфф 

и51п§ 1һе Рас! 1һа1: Т + ф = 0. Ву сһоо5т§ с = X 1һе Ппеаг сотЫ- 
па1юп 02 = 02 Т Хф 3 Һа5 а с!еРт]ре Т = |(Л — 1) 5тсе Т + ф 2 = 0 
апс1 Т 2 02 = §(А — 1)02- II 15 оР соиг5е ро55|Ые 1о сһоо5е 1һе 51а1:е5 
10 һауе скРтйе II ог V. Арр1ут§ Т_ оп ф(С) §епега1е 1\л/о 5е15 оР 
51а1е5 рага11е1 1о АЕ. СопРтит§ а1оп§ 1һе 5ате Ра5һюп, к 15 по1 
сНРПсиК 1о 5һо\л/ 1һа1; 1һе пех! Ппе рагаПе1 1о АЕ СОП51515 оР 1һгее 
5е15 оР 51а1е5 \лл!һ Т = |(А — 2), |А, |(А + 2). Рог ехатр1е, 1һе 
51а1е 11^ф Һа5 Т = |(А + 2) \л/ҺПе 1һе 51а1е II-ф 2 Һа5 Т = |А 5тсе 
Т + 11-ф 2 = 0-Т + ф 2 = 0. Тһе 1Ыгс1 51а1е тау Ье Рогтес] Ьу а 51гт1аг 
Ппеаг сотЫпаРюп а5 1һе опе Ье5спЬес1 аЬоуе. 

Тһе ти11|р1е1 51гис1:иге соп51515 оР һеха§оп5 оР Ьесгеа5т§ 512е \л/|1;һ 
1һе Ье§епегасу тсгеа5еЬ Ьу опе а5 \л/е тоуе т51с1е. Еуеп1иа11у \л/е 
тау агпуе а! а 1пап§1е Iп51еасР оР а һеха§оп а! \л/Ысһ 51а§е 1һе 
с1е§епегасу гетат5 соп51ап1; а5 \л/е тоуе Риг1һег. Тһе геа50п 15 1һа1; 
\л/|1;һ а 1пап§1е \л/е саппо! §епега1е ап пе\л/ 5РаРе 5исһ а5 ф 2 . Тһ 15 
1трПе5 1һа1: \л/һеп А = 0 ог ц = 0 еасһ рот! согге5ропс15 1о опе 5РаРе 
Ьесаи5е \л/е 51аг1; \л/|рһ а 1пап§1е апс! по ех1га 51а1:е5 аге §епега!ес1 
а5 \л/е тоуе т51с1е. Тһ 15 15 МIи51га1:ес1 Ьу 1һе герге5еп1а1:юп рзо 

т 
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р|§. (8.4) \л/һеге Рһе ротР О сап Ье геасһеО Ргот А Ьу Ү + Т_ф(А) 
ог Т^Ү + ф(А) ЬиР [Ү + , Т_] = 0 50 РһаР Рһе Р\л/о раРһз аге ершуа1епР. 

Тһе ти11:1р1е1; зРгисРиге а1зо а11о\л/з из Ро \л/огк оиР Рһе сһтепзюп 
оР Рһе 1ггес1ис|Ые гергезепРаРюп. Тһиз Рһе оиРегтозР һеха§оп 
сопРпЬиРез 3(Л + ц) зРаРез ап<Р Рһе пехР опе IП51с1е сопРпЬиРез 
2 х 3(А + 11 — 2 ) зРаРез апс1 зо оп Ракт§ саге оР Рһе зреаа! сазе оР 
а 1г1ап§1е. Тһе §епега1 Рогти1а 15 §|уеп Ьу 

о?( А, /л) = — (А + 1)(/л + 1)(А + /1 + 2) (8.10) 

\л/Ысһ 15 зуттРепс \л/|1;һ гезресР 10 тРегсһап§е оР А апО [1. Сиуеп 
а гергезепРаРюп И Лм II 13 зРга[§һРРопл/агс1 Ро тар Рһе зРаРез т Рһе 
(Мт, Ү)~ р1апе. 5РагРт§ Ргот Рһе ротР А = [|А, |(А + 2ц)\, \л/е 
Рогт Рһе Ппе АЕ Ьу тоут§ А эРерз а1оп§ Т_ апО /1 зРерз а1оп§ 0_. 
Тһе гезР оР Рһе һеха§оп апс1 Рһе тпег һеха§опз сап Ье Рогтес! Ргот 
Рһе ги1ез сһзсиззес! аЬоуе. 


8.4 Ехатр1е 

Аз ап ехатр1е, 1еР из сопзРгисР ехр1юР1у Рһе ти1р|р1еР П 21 аз зһо\л/п т 
р|§. (8.5). \Л/е зРагР \л/|1;һ Рһе зРаРе 

Ф(А) = ф(1,^,1) 

\л/Ысһ һаз с1еР1тРе уа1иез оР Т — 1,11 = |,апс11 / = |. Арр1ут§ Т_ Р\л/юе 
§епегаРез 

Ф( °».|, 1 )» 1 ) 

Арр1ут§ 1!_ оп ф(А) §|уез 

Ф(В)-Ф(Щ) 

Тһе Т — | ти1Рф1еР 13 §епегаРе8 Ьу гереаРес! аррПсаРюпз оР Т_ оп 'ф(В). 
Тһе Т = \ ти1р|р1еР 13 §епегаРес1 Ргот Рһе Ппеаг сотЫпаРюп 


Ф(\, 1, \) = сф-Т- + 2 Ү + )ф(А) 
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Тһе погта1|5а1:юп соп51ап1: 15 оЬ1аIпес! Ьу ^е^и^^^п§ 

|с| 2 (ф _Т_ + 2У+)ф{А), + 2 У+ЩА)) = 1 

\Л/е һауе 

Ф-Т_ф{А), й_Т_ф(А)) = (ф(А), Т + й + й_Т^(А)) 

= (ф{А), Т+Ф-1/++ 21/ г )Т_'ф(А)) 

= 2(ф(А),Т + (Т.& г + ^ф(А)) 

= 2(ф(А), Т + Т_ф(А)) 

= 4 

Ф-Т-ф(А), У + ф(А)) = (ф(А), Т + 11 + У + ф{А )) 

= {ф{А), Т + (у + 11 + + Т_'ф(А)) 

= 2 

( У + Ф(А ), ад(^)) = 3 

Тһиз 1һе погта1|5а1;10п соп51ап1: 15 §|уеп Ьу с = 1 /л/24. Тһе 51а1:е5 а! С 
аге §|уеп Ьу 

Ф( 0, —1) = С1Т_ад(Б), -0(0,-|,0) = с 2 ^(^ф 

Тһе погтаһ5а1:юп соп51ап1;5 сап Ье са1си1а!:еЬ т 1һе 5ате \л/ау а5 аЬоуе. 

8.5 Ргос1ис1 Кергезеп^аИопй 

1п рһу51са1 аррПса1;10П5 5исһ а5 апа1у5т§ 1һе ро55|Ые Һпа1 51а1е5 т а со1М- 
510п Ье1\л/ееп 1\л/о раг11с1е5, \л/е һауе 1о Ьесотро5е ргос1ис1; герге5еп1а1:юп5: 

0 в Мм = ^ ө т Лм Т) Ам (8.11) 

\[1 


Тһе §епега1 1огти1а 1ог 1һе сое1Рюеп15 тд м 15 сотрһса1:ес1 Ьи1 4 ро55|Ые 
1о оЫ:ат 1һет сһгес1:1у Ьу 1һе те1һос1 о! гес!ис 110 п. \Л/е П1и51га1:е 1 Һ 15 
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те1һос1 Ьу сопз1с1епп§ 1һе ргос!ис1 Ә 11 8 В 11 . Р|Г51 \л/е Пз! аII розз1Ые Т 
апс! Ү' тиШр1е1:5 соп1;аIпес! т И 11 апс1 1аЬе1 1һет Ьу ( Т,Ү')\ 

В П = (^’ 1) ® (1> 0) Ө (0, 0) 0 — 1) 

\Л/е 1огт ргос1ис1:5 о! (Т,Ү) 


(ТьУО® (Т 2 ,Ү 2 ) 


Т1+Т2 

Е 


Т=|Т1-Т 2 | 


(Т,Ү 1 + Ү 2 ) 


То с1е1:егтте Т \л/е һауе изес! 1һе изиа! уейог соир1т§ 1һеогет апс1 
с!е1:егтте Ү \л/е по1е 1һа1; II гергезеп1:5 ап АЬеПап §гоир зо 1һа1:1һе герге- 
зепЬаОоп 15 оНһе 1огт ехр(гсҮ) апс11һеге1оге 1һе ргос1ис1; о1Ч\л/о гергезеп- 
1а1:10П5 У 1 апс1 Ү 2 15 ехр[гс(Ү\ + Ү 2 )] . Рогтт§ аII ргос!ис1з апс1 зиЬз1;гас1;- 
т§ а11 розз|Ые гергезеп^аОопз соп1:аIпес! т 1һе ргос1ис1; гергезеп^аОоп \л/е 
һаүе: 



Ү = 2 1 0 -1-2 

В 11 8Т» 11 

В 22 

^^Ро“р1р(рррр(ррр4(рТо“ 

Т — 1 3 1 210 3 1 1 

± - 1 2 ’ 2 2 ’ 2 х 

В 03 

~Т^ 0 РШ 4(1), 3(0) РЩ 0~ 

Т= 0 1 1 1 

со 

о 

~т^ РШ 3(1),3(0) Щ) о - 

т= 1 1 \ 0 

2Т> П 

т= 2(1) 2(1),3(0) 2(1) 

Т= 2(1) 2(1),2(0) 2(1) 

О 

О 

3 

Т = 0 

Т = 0 


Тһе һгз! гслл/ 15 а Из! о! а11 розз1Ые Ү” 1һа1; апзе 1гот 1һе ргос1ис1; гер- 
гезепЬаЬюп. Тһе зесопс! го\л/ 15 а Из! о! аМ розз1Ые Т апс1 1һе питЬег 
ргесеесһп§ еасһ Ьгаске! 15 1һе питЬег оР IIтез 1һе Т ти 11:1р1е1;з апзе Рог 
а §|уеп Ү. Тһе ргос1 ис1 В 11 8) В 11 тиз! сопЫп а гергезеп^аОоп \л/|1;һ 
Т — 1,Ү = 2 \л/Ысһ 15 1һе гергезеп^аОоп В 22 . \Л/е зиЬзЬгасЬ 1һе Т уа1иез 
оР В 22 ПзРес! т 1һе 1Ыгс1 го\л/ Ргот 1һе ргос1ис1: гергезеп^аОоп \л/һ|сһ у1е1с15 
1һе РоигРһ го\лл Ро1 1 о\л/1 п§ 1һе зате аг§итеп1:, 1һеге тиз1; Ье а гергезеп- 
1а1;10п \л/|рһ Т = 0, Ү = 2 \л/Ысһ 15 1һе гергезеп^аОоп В 03 . \Л/е зиЬз1гас1: 
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1һе Т уа1иез оР Ә 03 Ргот 1һе гетатт§ Т'з апс1 сопкпие а1оп§ 1һе 5ате 
Разһюп. Тһиз \л/е сопс1ис1е Рта11у 

Т> И ® Т) 11 = Т) 22 ф Т) 03 е Ц 30 0 2Т> и © Т> 00 

8.6 8Щ МиШр1е18 апс! Нас1гоп8 

Нас1гоп5 аге 51гоп§1у тРегаскп^ рагкс1ез \л/|1;һ с1есау 1ате < Ю” 8 зес, ех- 
сер! рго1оп апс1 пеи1гоп. Ву з1гоп§ \л/е теап 1һа1: 1һе епег§у туокес! т а 
геаскоп 15 оР 1һе огс1ег оР МеУ ог §геа1ег. Араг! Ргот, тазз, зрт, сһаг§е, 
апс! рагку, һас1гоп5 тау Ье аз51§пес1 1һе Ро11о\л/т§ тРппзк ^иап1:^1:^е5: 

1. I зозр I п Т: Атоп§ ап козрт тиШр1е1, һас1гоп5 һауе (а1тоз1:) 1һе 
зате таззез. Рог ехатр1е, рго!оп апс1 пеи1гоп5 \л/һ 1сһ соггезропс! 1о 
Т = 1/2 ог 1һе 1һгее 7г-раг1;1с1е5 \л/Ысһ соггезропс! 1о Т — 1. 51гоп§ 
т^егаскопз аге Роипс! 1о Ье туапап! ипс1ег 1505р|п 1гапРогта1:юп, 
Ре. з1а1:ез т а §кеп 1505р|п тик|р1е1:з 1гапзРогт атоп§ 1һетзе1уез 
ипс1ег 1 505рIп 1гапзРогта1:юп зисһ аз 1гапзРогта1:юп атоп§ (р,п) ог 
(7Г + , 7Г _ , 7Г°) (с.Р. ап§и1аг тотеп1:ит з1а1;е5). 

2. Нурегсһаг§е Ү: Тһе ^иап1;^1:у Ү т 1һе §гоир 811 3 13 ге1а1ес1 1о 1һе 
сһаг§е апс! 1һе г-сотропеп! оР козрт Ьу 

Ү = 2(С} - М т ) 

ТЫз ге1а1юп 13 а рһуз1са1 т!егрге1а1:юп \л/Ысһ с1оез по! Ро11о\л/ Ргот 
§гоир 1һеогу. к к кпо\л/п ехрептеп1:а11у 1һа1; 1һе һурегсһаг§е 13 
сопзеп/ес! т з1гоп§ т^егаскоп. Наскопз сап Ье с1мс!ес1 тРо Ьагуопз 
\л/кһ һа 1Р-1 п1е§ег зртз апс! тезопз \л/кһ тРе§ег зртз, Рһе Рогтег аге 
Һеау1ег Рһап Рһе 1а11:ег. 

3. Вагуоп питЬег В: к 15 сопзеп/ес! т аII геасРюпз, тс1ис1т§ \л/еак 
опез. Тһе азз1§птеп1: оР Ьагуоп питЬег к аз Ро11о\л/з: В = +1 Рог 
Ьагуопз, В = — 1 Рог апк-Ьагуопз, апс! В = 0 Рог тезопз. 

\Л/кһ Рһе аЬоуе азз1§птеп1:5 оР Iп 1 г 1 пз1с ^иап1:^1:^е5, һаскопз сап Ье 
ЬеаикРиНу с1азз1Р|ес1 ассогсИп§ Ро 811 3 ти1р|р1еРз. р|§. (8.6) (р|§иге 11.8 оР 
ЕШоР апс! йаууЬег) зһоадз зоте оРРһезе с1азз|р1саРюпз. Тһе соггезропсһп§ 
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раг11с1е5 аге Мз1:ес1 т ТаЫе (8.1) (1гот 1аЫе 11.1 о! ЕШо1; апс! Оа\л/Ьег). 
Тһе гергезеп1:а1:юп И 11 апс! Л 30 СОП5151 о! Ьагуопз \л/|1:һ зр|п 1/2 апс1 3/2 
гезрес1:|уе1у \л/ҺПе 1һе о1һег Л 11 гергезеп 1 :а 1 : 10 п согге5ропс15 10 1һе тезопз. 
Раг1ас1е5 \л/|1;һ зһог! Ще-Тате, \л/Ысһ апзе аз гезопапсез т соШзюпз, тау 
о11еп Ье ге§агс1ес1 аз ехсйес! зЬаЬез о! 1һе тоге зЬаЫе опез. 

II һаз Ьееп зи§§ез1:ес1 1һа1; Ьагуопз аге сотрозес! о11һгее тоге 1ипс1а- 
тепЫ зрт 1/2 раг11с1ез кпо\л/п аз риагкз \л/Ысһ аге 1аЬе11ес1 Ьу и, А, апс1 
5. Тһезе 1һгее риагкз аге зиррозеЬ соггезропс! 1о 1һе гергезеп1:а1:юп 
Ә 10 зо 1һа1: 

и ->Т=-, М т = +~, }" = +з, <Э = +з 

‘I м т =- 1 -, г = +/ « = 

5 -»• Т = 0, Мг =0, Ү — <2 = — 

5тсе 1һе 1аг§ез1; зрт 15 5 1 = 3/2, II 15 1һеп ргорозес! 1һа1; 1һе Ьагуопз сап 
Ье сопз!:гис1;ес1 1гот 1һе 1пр1е ргос1ис1; 

В 10 ® В 10 ® В 10 = В 30 0 2Л 11 0 В°° 

А тоге сотрПса1;ес1 тос1е1 туоМп§ пте риагкз һаз а1зо Ьееп ргорозеЬ 
\л/Ысһ Iп1гос1 исез, араг1 1гот зрт, асЫШопа! Iп1г1 пз1С ргорег11е5 кпоадп аз 
со1оигз. 


8.7 Са81Ш1г Орега^огз 

\Л/е һауе по1 тас1е апу ехрһсһ: изе о11һе Саз 1 гтг орега1огз т \л/огкт§ ой! 
1һе зЬгисЬиге о! 1һе ти11ар1е1:5. То сопзЬгис!; 1һе зесопс! огЬег Саз 1 ггпг ор- 
ега1ог, II 15 розз|Ые 1о изе 1һе §епега1 1огти1а Ьепуес! Ье1оге апс1 а 51тПаг 
1огти1а 1ог Ы§һег огЬег Саз1т1г орега1огз сап а1зо Ье ЬепуеЬ аКһои^һ 
1һеу Ьесоте тоге сотрһсаЬес). Рог 1һе §гоир 811 3 1һеге 15 а 51тр1е \л/ау 
о! \л/огкт§ ои1 1һе Саз1гтг орега^огз \л/Ысһ 15 Ьазес! оп 1һе оЬэеп/аЬюп 
1һа1; 1һе шйпһ:е51та1 орега1огз тау Ье мпИеп т 1;егтз о! 1һе таЫсез 
Ьеһпес! Ьу: 

(А^ ) 7^г]&к1 


( 8 . 12 ) 
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\Л/е һауе 

Т, = (А\-А 2 2 )/2, ү=-А1 т + = а\, т.=а 1 2 

1Г+ = А1 и. = А1 1 '+ = А\, Ү^=А 2 

Тһе соттиЪайоп ге1а1юп5 1ог 1һе А] аге 

[А’,А[} = ^ к А[-6 а А{ 

К 15 1һеп еазу 10 5һо\л/ 1һа1; 1һе орега1:ог5 

гз гзк 

сотти1:е \лл1һ а11 о! 1һе т6т1:е51та1 орега1ог5. 1п51:еас1 о! С 3 II 15 тоге 
сопуетеп! 10 <Мте 

С'г = С 3 + 3 -С 2 

50 1һа1 

С*2 Ф = “(А 2 + /х 2 + А/ 1 ) + 2(А + /Ф) ф 

_ О 

С 3 ф = —(А — /х)(2А + /1 + 3)(2/х + А + 3) ф 
9 

\л/һ 1 сһ тау Ье еа5Пу уепбеб Ьу и5т§ 1һе Ые а!§еЬга. 



